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Vorwort. 



Der vorliegende erste Band der Potentialtheorie ent- 
hSLt zunachst die Ableitung der eharakteristisehen Eigen- 
schaften des Potentials, und zwar fur das Korperpotential 
im wesentlichen nach GauB, wahrend fur das FlSchen- 
potential eine einfachere, von Herrn Weingarten her- 
ruhrende Ableitung gew&hlt ist. Es folgen Erweiterungen 
des Potentialbegriffs, und zwar zuMchst auf andere An- 
^iehungsgesetze als das Newtonsche, speziell auf das Ge- 

setz -^-. dann >uf das logarithmische Potential und das 

e p 

Potential yon Doppelbelegungen. Im dritten Abschnitt 
werden das Potential und die Anziehung homogener El- 
Hpsoide eingehend er6rtert. Der Verfasser hat die all- 
gemeitieti Stze mSglichst durch Anwendung auf spezielle 
Beispiele zu eriautern gesucht. So'gehen der Einfuhrung 
^es Potentialbegriffs verscMedene Aufgaben fiber An- 
nehung voraus, und auclx im ganzen Verlauf der Ent- 
wicklung sind an passenden Stellen Beispiele eingefflgt. 
AuBerdem diirfte sich die hier gegebene Darstettung der 
Potentialtheorie von anderen Darstellungen dureh den 
Inhalt des zweiten und mannigfache im dritten Abschnitt 
enthaltene Folgerungen unterscheiden. 

Der zweite Band wird zunachst die. wiohtigsten Satze 
uber Kugelfunktionen entwickeln, dann die Anwendung 
dieser Funktionen auf die Potentialaufgaben der Kugel 
bringen, endlich eine Einfuhrung in die allgemeine Band- 
wertaufgabe nebst damit zusammenMngenden Satzen. 

Halle a. S., Herbst 1908. 
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Einleitung. 

Die Natur bietet uns zahlreiche Erscheinungen dar, 
welche durch die Annahme von Kraften erklart werden, 
die zwischen je zwei materiellen Teilclien im umgekehrten 
VerhSltnis des Quadrats der Entfernung wirksam sind. 
Die allgemeinen Lehrsatze, welche die Eigenschaften der- 
artiger Krftfte betreffen, bilden einen ausgedehnten Zweig 
der mathematischen Physik, den man die Potentialtheorie 
nennt. Dabei handelt es sich aber in jener Theorie nicht 
um die Bewegungen, die durch solche Krafte hervor- 
gerufen werden; die Erdrterung dieser Bewegungen ist 
Sache der analytischen Mechanik. Es handelt sich viel- 
mehr um allgemeine Eigenschaften, die jenen Kraften un- 
abhangig von den durch sie entstehenden Bewegungen 
zukommen. Wenn man erwagt, dafi zu den in Eede 
Htehenden Kr&ften nicht nur die Gravitation gehort, son- 
dern daB nach dem Coulombschen Gesetze auch die mag- 
netischen und elektrischen Erscheinungen von derartigen 
Kr&ften abhangen, so Iftfit sich die Wichtigkeit der Poten- 
tialtheorie fur die Physik ermessen, und es erscheint 
durchaus gerechtfertigt, den Anwendungen der Potential- 
thoorie einen besonderen Band dieser Sammlung zu widmen. 
Aber auch abgesehen von den Anwendungen ist die Po- 
tentialtheorie vom rein mathematischen Standpunkte aus 
mteressant, und sie ist ffix die Entwicklung der Wissen- 
sehaft von grdfiter Bedeutung gewesen, insofern durch sie 
der Analysis neue Probleme erschlossen sind und dadurch 
&UT Ausbildung neuer Methoden der AnstoB gegeben ist. 
Sind doch mit der Ausbildung der Theorie die KTamen 

Wangerin, Theorio des Potentials I. ^ 
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der hervorragendsten Mathematiker verkniipft: Laplace, 
Poisson, GaixB, Green, Diriclilet, 0. Neumann, Poincar6 
und andere, deren Aufzahlung hier zu weit fuhren wurde. 
Die mathiematisclie Seite der Theorie ist es, die im fol- 
genden entwickelt werden soil; und zwar soil diese Eat- 
wieklung Mer unabhangig von den Ausfuhrungen des die 
Anwendungen der Potentialtheorie enthaltenden Band- 
chens durchgefiihrt werden. 



L Abschnitt. 

Das Potential und seine charakteristischen 
Eigenschaften. 

Kapitel 1. 

Die allgemeinen Formeln fiir die nach dem Newtonsehen 
Gesetze erfolgenden Anzielumgen. 

a) Anziehung, die ein einzelner Massenpunkt 
auf einen anderen ausiibt. 

Wir gehen von dem Newtonsehen Gesetze aus, das 
sicli auf die Wirkung zweier Massenpunkte bezieht. Das- 
selbe besagt: 

Zwei Massenpunkte ziehen einander an mit einer 
Kraft, die die Richtung ihrer Verbindungslinie hat, die 
femer ihren Massen direkt und dem Quadrat ihrer Ent- 
fernung umgekehrt proportional ist. 

Die beiden Massenpunkte seien A und J5 ? m die 
Masse von A , /JL die Masse von B , Q sei ihre Entfernung, 
dann ist die Kraft JL, mit der sowohl die Masse m den 
Punkt B, als die Masse fi den Punkt A anzieht: 

(i) s-f^. 

; 

Die Bedeutung des in (I) auftretenden Faktors f erkennen 
wir, wenn wir m p 1 und Q = 1 annehmen: f ist die 
Kraft, mit der zwei gleiche Massen von der GroBe 1 in 
der Entfernung 1 aufeinander wirken. Die Grofie von f 
Mngt also von dem KraftmaBe ab, und es laBt sich durch 
passende Verfugung uber letzteres erreichen, da6 /**==! 
wird. 
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Neben der Grofie der Kraft kommt es auf ihre Bichtung 
an. Um eine Kraft K nach GroBe und Bichtung dar- 
zustellen, zerlegt man sie in ihre den Achsen eines recht- 
winkligen Koordinatensystems parallelen Komponenten: 

wo #, /?, y die Winkel bezeichnen, welche die Bichtung 
von K mit den positiven Achsenrichtungen a? , y , & bildet. 
Dabei ist folgendes zu bemerken: Wahrend die Kraft K 
stets absolut gerechnet wird, werden ihre Komponenten 
positiv Oder negativ gerechnet; je nachdem sie dem an- 
gezogenen Punkte eine Beschleunigung parallel der posi- 
tiven oder der negativen Achsenrichtung erteilen*). Dem 
entsprechend sind vorher cc , (}, y als diejenigen Winkel 
definiert, die die Bichtung der Kraft mit den positiven 
Achsenrichtungen bildet. Sind nun x , y , z die Koordi- 
naten von A , , i? , t die Koordinaten von B , so ist in (I) 

(2) e 2 =, (f 09) 2 + (9 - y) 2 + (t - ) 2 . 

Zur Darstellung der Winkel a, /?, y mussen wir unter- 

scheiden zwischen der 
Kraft, mit der B den 
Punkt .A anzieht, und 
derjenigen, mit der um- 
gekehrt A den Punkt B 
anzieht. Wir wollen 
hier und iin folgen- 
den stets A als den 
r angezogenen, B als den 
anziehenden Punkt an- 
sehen, Dann ist die 
Fi s- l - Kraft K von A nach 

B bin gerichtet, und 

demgemafi haben cos& , cos/J, cosy die Werte; 

(3) cos a = , cos/? - , cosy * * 

*} Laplace, Gauls undDirichlet geben in ihren Arbeiten 
xiber die Anziehung der Ellipsoide der einer Achse parallelen 
Kraftkomponente dann das positive Zeichen, wenn die Kom- 
ponente der positiven Acbse entgegengesetzt geriehtet ist, Wir 
ziehen die obige, in der Mechanik allein gebrUuchliche 
setzung vor. 
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kSomit sind die Komponenten der Kraft K, wit der A 
von JB angezogen wird: 

(la) Z-f 



Zusatz* In der Physik treten neben anziehenden 
auch abstofiende Krafte auf. Wird A von B abgestoBen, 
und erfolgt die Abstofiung nach dem Newtonschen Ge- 
seize, so hat K denselben absoluten Wert wie vorher; 
nur ist K jetzt nicht von A nach B hin geriohtet, sondern 
hat die entgegengesetztc Bichtung. Demnach haben auch 
die Komponenten JC, Y, Z dieselben absoluten Werte 
wie in (la), aber entgegengesetzte Vorzeichen. Man kann 
beide Falle durch dieselben Formeln darstellen, wenn man 
das Vorzeichen zu f zieht und dem Faktor f bei An- 
ziehung das positive, bei AbstoBung das negative Vor- 
zeichen gibt. Dann stellen (la) in beiden Fallen die 
Komponenten der wirksamen Kraft dar*). 

b) Anziehung beliebig vieler diskreterMassen- 
ptmkte. 

Der Punkt A moge jetzt von n Massenpunkten 
B t , jB 2 , . . . , B n angezogen werden. Die Massen derselben 
seien /^ , /( 2 , . . . , // , ihre Koordinaten resp. f u ^ , f^ ; 
>%>*; ; S n9 ;> tn- Die Anziehung, die ein 
beliebiger von diesen Punkten, JS/ t , auf A ausubt, habe 
die Komponenten X*, r/ M Z^. Letztere haben, wenn 
wieder as , y , # die Koordinaten von A sind, m die Masse 
von A , nach (la) die Werte 

-y} v __ 
" *" 



wo gft den Ausdruck bezeichnet, der aus g [Gleichung (2)] 
entsteht, wenn man f, ij, C durch |/ t , ij*, & ersetzt. 
Zeriegt man so jede der auf A wirkenden n Krafte und 
setzt die derselben Achse parallelen Komponenten zu- 
sammen, bildet also nach den Regeln der Mechanik ihre 

*) Der Unterschied zwischen anziehenden und abstofienden 
Kr&ften wird hftuftg nicht beachtet, und so kommt es, dafi ia 
manchen Darstellungen die Vorzeichen der Anziehungskompo- 
nenten nicht richtig angegeben sind, 
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algebraische Summe, so erlialt man die drei den Achsen 
parallelen Krafte 

(5) Z- 



Man konnte JC, Y, Z zu einer Eesultante vereinigen, 
die die Grofie 



hat und die Hauptdiagonale eines rechtwinkligen Parallel- 
epipedons bildet, dessen eine Bcke A 1st, und dessen 
Kanten gleich den absoluten Werten von X , Y , Z sind. 
Die Bichtungskosinus dieser Eesultante sind : 

X Y Z 



Wir wollen indes von der Bildung der Eesultante absehen 
und die drei Komponenten beibehalten. Unter Benutzung 
der obigen Ausdriicke fur X&, Y h , Z h erhalten wir fur 
dieselben die Formeln: 



(II) 



1=1 



c) Anziehung raumlicher Massen. 

Von der Betrachttung diskreter Massenpunkte gehen 
wir zu dem Fall iiber, daJB die Masse irgendwelches 
Volumen kontinuierlicl. erfullt. Wir zerlegen das Volumen 
in Volumenelemente, die wir uns etwa als rechtwinklige 
Parallelepipeda vorstellen konnen, Je kleiner ein solehes 
Element ist, desto genauer konnen wir die in ihm ent- 
haltene Masse als punktformig annehmen und daher auf 
jedes Element die Formeln (la), auf die durch das 
Zusammenwirken aller Elemente entstehende Kraft die 
Formeln (II) anwenden. Mit der Verkleinerung der Ele- 
mente wachst aber ihre Zahl n, und zwar muB n uber 
alle Grenzen waehsen, wenn die Elemente wirklich als 
punktformig angesehen werden sollen. Wir haben also 
die Grenze der in (II) auftretenden Summen zu suchen 
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fur den Fall, dafi die einzelnen Massen ju h immer kleiner 
warden, ihre Anzahl n immer groBer. Die Grenze einer der- 
artigen Summe von sehr vielen, selir kleinen GroBen ist 
aber ein bestimmtes Integral. Wir erhalten daher, wenn 
wir mit dju die Masse eines Volumenelements bezeiclinen, 
fiir die Komponenten der yon der Gesamtmasse auf den 
Massenpunkt A ausgeubten Anziehung die Ausdriicke: 



(6) 



T = 



Die Integration ist fiber das von den Massenelementen 
eingenommene Volumen zu erstrecken. 

Es fragt sich nun, wie Massen- und Volumenelement 
miteinander zusammenhangen. Dazu ist zu beachten, 
da6 in demselben Volumen verschieden grofie Massen ver- 
teilt sein konnen. Tim ein Mali fiir diese verschiedene 
Massenverteilung zu erhalteh, fiihren wir den Begriff der 
Diehtigkeit ein. Nelimen wir zuerst an, es sei eine Masse ^ 
gleichformig in einem Volumen v verteilt, so versteht 
man unter der Diehtigkeit fc die in der Volttmeneinheit 
enthaltene Masse, oder, was dasselbe ist, den Quotienten 
aus Masse und Volumen: 



Bei gleiehformiger Massenverteilung andert sich Tc nicht, 
wenn wir fiir t? einen beliebigen Teil des gegebenen Vo- 
lumens nehmen und fiir //- die in diesem Teil enthaltene 
Masse, d. h* bei gleiohf drmiger (homogener) Massenverteilung 
ist die Diehtigkeit das Verhaltnis eines beliebigen Massen- 
teils zu dem zugehdrigen Volumen. 

Diese Definition dor Diehtigkeit ist nicht mehr an- 
wendbar, wenn die Verteilung der Masse eine ungleich- 
ffirmige ist; man mufl, urn auch diesen Fall zu umfassen, 
die Definition passend erweitern, Das geschieht in &hn- 
licher Weise, wie man in der Mechanik den Begriff der 
Qeschwindigkeit von der gleichffirmigen auf eine beliebige 
Bewegung iibertragt* Wir erwSgen, daB, je kleiner der 
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Volumenteil ist, den wir betrachten, desto genauer die 
in ihm enthaltene Masse als gleichf ormig verteilt angesehen 
werden kann, und wir verstehen daher unter Dichtigkeit 
den Grenzwert: 

ALL 
(7 a) & = lim --p- , 

wo Afji die in Av enthaltene Masse bezeichnet, oder mit 
den Bezeichnungen der Differentialrechnung: 

Die erweiterte Definition schlieBt, wie leicht ersichtlich, 
die obige, fur gleichformige Massenverteilung geltende als 
speziellen Fall in sich. In dem allgemeineren Falle der 
ungleichformigen Massenverteilung ist Tc nicht konstant, 
sondern eine Funktion der Koordinaten der betrachteten 
Stelle. 

Fiihren wir den Ausdruck (7b) fiir das Massen- 
element d/u, in (6) ein, so erhalten wir: 



TO '-r-fff 1 



oder auch, wenn wir als Volumenelement ein unendlich 
kleines rechtwinkliges Parallelepipedon annehmen, dessen 
Kanten den Achsen parallel sind: 

(ma) z-f 



Die entspreehenden Ausdriicke fiir T und Z ergeben sicli, 
wenn man in (III) oder (Ilia) x duroh 57 y 7 resp. 
f z ersetzt. Die Grenzen der hier auftretenden drei- 
faohen Integrale sind ebenso zu bestimmen wie bei der 
Bereehnung der Volumina. 

d) Anziehung von Flachen und Linien* 
Man betrachtet in der Potentialtlieorie nicht nur die 
An^iehung von Massen, die ein gegebenes Volumen kon- 
tinuierlioli erfullen, sondern auch die von Massen, die auf 
Flachen ausgebreitet sind. Man gelangt zu derartigen 
Massen durch folgende Abstraktion. Auf einer Flftehe 
denke man eine Masse so verteilt, dafi ihre Dicke uberall 
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kleiu 1st. Diese Dicke lasse man nun immer kleiner 
und kleiner werden, zugleich die Dichtigkeit der Masse 
groBer; derart, dafi der Gesamtinhalt an Masse endlich 
bleibt. Im Grenzfall, wo die Dicke unendlich klein, die 
Gesamtmasse aber endlich ist, spricht man von einer auf 
der Flache ausgebreiteten Masse. 

Die Anziehung derartiger Massen kann man auf die- 
selbe Weise ermitteln, wie in c) die Anziehung drei- 
dimensionaler Masen. Man teile die gegebene Masse in 
sehr kleine Massenelemente AJLI, wende auf diese die 
Formeln (II) an und gehe zur Grenze fur den Fall iiber, 
dafi die einzelnen Ap immer kleiner nnd kleiner werden, 
ihre Anzahl immer grofier. Als Grenze der Summen er- 
lialten wir dann wieder Integrale, aber nicht, wie in (6), 
dreifache Integrale, sondern, da die Masse nur zwei- 
dimensional ist, Doppelintegrale, d h. die Jf-Komponente 
der Anziehung einer auf einer Flache ausgebreiteten 
Masse ist: 



Aucli hier fiihrt man den Begriff ,.Dichtigkeit" ein und 
versteht darunter bei gleichformiger (homogener) Massen- 
verteilung die auf der Flacheneinheit ausgebreitete Masse, 
oder, was dasselbe, den Quotienten aus einem beliebigen 
Massenteil, dividiert durch die zugehorige Flache. Fur 
den Fall ungleichformiger Massenyerteilung wird diese 
Definition, analog wie oben, dahin erweitert, dafi, wenn 
A/A die auf der Flache Ao ausgebreitete Masse bezeichnet, 
die Dichtigkeit K gleich 

.. A[A 

hm -j-- 
^io=o Ao 

ist oder 

(9) ^ = ~- , HfJL=^HdO] 

und zwar wird x im allgemeinen fur verschiedene Punkte 
der FlSche verschiedene Werte haben. 

Durch Anwendung von (9) geht (8) in folgende Glei- 
chung fiber: 

(IV) x-f 
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und daraus erhalt man wieder die T- und #-Komponente 
der Anziehung, indem man f x durcb 77 y , resp. z 
ersetzt. 

Der Vollstandigkeit balber erortern wir kurz auch 
den weniger wicbtigen Fall, dafi die anziehende Masse 
langs einer Linie ausgebreitet ist. Man kommt auf diesen 
Fall durch Betrachtung einer Masse, deren senkrecbt zu 
einer gegebenen Kurve genommener Querschnitt sebr klein 
ist, indem man den Querschnitt uneadlich klein werden 
lafit, wahrend zugleich die Masse endlich bleibt. Die 
Dichtigkeit einer solchen eindimensionalen Masse wird 
definiert durch 

/<A\ - v Ap dp 

(10) K = lim -~ = ~~ , 

V ' ,|a = ds dS 

wo ds das Bogenelement der mit Masse belegten Kurve 
ist; und die Anziehungskomponenten ergeben sicb durch 
dieselben Betrachtungen wie bei anziehenden Flachen. 
Das Eesultat unterscheidet sich von (8), resp. (IV) nur 
dadurch, dafi, da die Masse nur eindimensional, ist, an 
Stelle der Doppelintegrale einfache Integrale treten. Die 
X-Komponente der Anziehung wird bier: 



und analog Y und Z . 

Hiermit ist die Bereclanung der Anziehungskomponenten 
beliebiger Massen zuriickgefuhrt auf Aufgaben der Integral- 
rechnung. 

Kapitel 2. 
Anwendungen der allgemeinen Formeln. 

Aufgabe 1. Anziehung eines iomogenen Kreis- 
bogens auf einen Punkt, der senkrecht tiber dem 
Mittelpunkte des Kreises liegt. 

Wir treffen folgende Verfiigungen iiber die Wahl des 
Koordinatensystems. Zum Anfangspunkt nehmen wir den 
Mittelpunkt des Kreises, die Bbene desselben zur 
#y-Ebene; dann gelrfc die 0-Achse durcli den angezogenen 
Punkt A , und zwar nebmen wir die Bichtung OA zur 
positiven #-Acbse. Die positive #-Aclise legen wir so, 
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sie durch die Mitte G des Kreisbogens DD i geht. 
Der Radius des Kreises sei a , 2 <% sein Zentriwinkel, x die 
konstante Dichtigkeit der auf dem Kreisbogen ausgebreiteten 
Masse. Die Koordinaten eines 
anziehenden Punktes konnen 
wir dann, da derselbe auf dem 
Kreise mit dem Radius a liegt, 
so darstellen: 




wahrend die des angezogenen 
Punktes 

x = y = z > Fig ' 2 

sind. Mithin ist nach (2) (8. 4) 

Ferner ist 



und die Integration nach cp ist yon <p = <x bis <p 

zu erstrecken. Bndlioh ist S konstant, und daher folgt 

aus Formel (V): 



X = 



y = 




m- /"- 
jf 



(?^ 



(/^+ 32) 3 " 

X 

Die Ausfiihrung der Integration ergibt: 

A n 

U 7 <c& 



Wir wenden das Resultat auf den speziellen Fall an, 
daB der angezogene Punkt A in den Mittelpunkt 
des Kreises f ailt, also ist. Dann wird 
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Die gesamte Anziehung hat also die Eiehtung der 
positiven #-Achse, d. h. sie ist nach der Mitte des 
Bogens DD^ gerichtet. Ferner ist 2 a since die zu dem 
Kreisbogen gehorige Sehne. Denkt man auf dieser Sehne 
eine Masse von der konstanten Dichtigkeit ausgebreitet, 
so ist 2asin# = ^ die Gesamtmasse dieser Seline. 
Beachtet man noch, dafi # = 0<7, so ergibt die Ver- 
gleichung des Ausdrucks fur X mit dem Ausdruck I (S. 3) 
das folgende Eesultat: 

Die Anziehung, die ein homogener Kreisbogeix auf 
den Mittelpunkt des Kreises ausubt, ist nach 
Grofie und Eichtung gleich der Anziehung, welche 
die Mitte C des Kreisbogens auf ausuben wurde, 
falls in G diejenige Masse ~p konzentriert wird, welche 
die zu dem Bogen gehorige Sehne haben wurde, 
wenn auf dieser Sehne Masse von derselben Dieh- 
tigkeit wie auf dem Kreisbogen homogen verteilt 
ware, 

Wir haben hier ein erstes Beispiel dafiir, daJS man 
unter TJmstanden die Anziehung einer nicht punktfonnigen 
Masse durch die eines Punktes ersetzen kann. Das 
Eesultat des allgemeinen Palles unserer Aufgabe (2 > 0) 
laBt eine so einfache Deutung nicht zu. 

,j Aufgabe 2. Anziehung 

einer homogenen geradlini- 
gen Strecke. 

Es sei BC die anziehende 
Strecke, A der angezogene Punkt, 
der auBerhalb BC liege, AO das 
von A auf B gefallte Lot. Legen 
j$ '& wir das Koordinatensystem so, 

Pig. 3. daB der Anfangspunkt ist, BO 

langs der 0-Aehse liegt, OA die 
positive #-Achse ist, so haben wir in (V): 

0-0, = 0, 2/>0; 77-0, f-0, 

I von verschieden; 
ferner 

As -d 
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und da die Dichtigkeit konstant ist, so wird 

_ dt 

(a.) V,,. 

i b 

0; 

dabei sind mit & und c die Abszissen der Punkte B und C 
bezeichnet. 

Wir wenden diese Formeln zunachst auf den Fall an, 
dafi A in Jfallt, also y ist, und setzen voraus, daB 
iiicht auf BG selbst liegt, sondern in dessen Veriangerung. 
Dann liaben & und c dasselbe Zeichen, und zwar mogen 
& und c positiv sein und I <c. Ferner geht f I 2 + J/ 2 
in +f fiber, und aus (a) folgt: 



(b) 



Das Besultat (b) ISJSt sioh folgendermaBen deuten: 
c & ist die Lange, (c &) die Masse von JS<7, die wir 
mit ^ bezeiclxnen wollen. Setzen wir ferner 6<? = r 2 , so 
hat X die Form von (I), S. 3, und zugleich 1st X die 
ssG anzielieiide Kraft. Somit 



kann die Anziehung, welche eine homogene gerade 
Strecke BC auf einen IE ihrer Verlangerung gelegenen 
Punkt A ausflbt, ersetzt werden durch die Anzieliung, 
die em Punkt D auf A austiben wiirde, wenn man 
in D die Masse j& der Strecke B konzentriert denkt. 
Der Punkt D ist dadurch bestimmt, daB AD die 
mittlero Proportionate von AB und AC ist. 

Auch in dem allgemeinen Falle, wo y von Null yer- 
HeMeden ist, lassen sieh die Integrationen in (a) leicht 
ausfufcren. Doch lassen die sich. so ergebenden Besultate 
eine einfache Deutung erst nacli einer umstandlichen 
Transformation zu. Wir erledigen daher die Aufgabe 
(lurch folgende geometrische Betrachtung, Wir verbinden 



ff' 
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A mit B und und schlagen urn A mit AO als Eadius 

einen Kreisbogen, der AB und AC in B f und 0' scineiden 

moge. (Ob innerhalb oder 
aufierhalb BC liegt, ist in 
diesem Palle gleichgultig.) Wir 
betrachten ein Linienelement 
MN von BC. Schneiden nun 
AM und AN den urn A be- 
schriebenen Kreis in M ' und 2P, 
so vergleichen wir die Anzieh- 
ung, welche einerseits das Li- 
nienelement MN, andererseits 
das Bogenelement M' N f auf A 

ausuben, falls beide Elemente mit Masse von derselben 

Dichtigkeit K belegt sind. 

Die Anziehung, welche MN auf A ausubt, ist 

Each (I), S. 3 

(c) Jt- 




Fig. 4. 



wahrend A von dem Bogen M'N 1 mit der Kraft 

_ fmx-M 7 !!' 
W. K - Alt'* ~ 

angezogen wird, und 2T ist von A nach M , JL' von A 
nach JT gerichtet; beide haben also dieselbe Eichtung. 
Zur Umformung des Ausdrucks fiir JC beschreiben wir 
noch mit A M urn A einen Kreisbogen, der A N in N$ treffe. 
Den unendlich kleinen Kreisbogen MN Q konnen wir als 
geradlinig und, da der Bogen auf dem Eadius senkrecht 
steht 5 als Projektion von MN auf die Tangente des 
Kreises AM ansehen. Es ist daher 



M NO = MN 



MN sin (A MO) , 



da A MO der Komplementwinkel von NMN Q ist. Da 
ferner MN Q und Jfcf'JT 7 Bogen konzentrischer Kreise sind ? 
die zu demselben Zentriwinkel gehoren, so verhalten sie 
sich wie die Eadien, d. h. 
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Setzt man die beiden Ausdrucke fur MN einander 
glcich, so folgt 



Die Einsetzung dieses Ausdrucks in (c) gibt 

_ /m S-aFtf ' ___ /'m x Jf 7 F / 
(6 ' AJr-AJf~-sin(J.lf0) ~~ ""Air 2 "' 

da JLM sin JLJ^TO = AO = AM ' ist. Die Vergleichung von 
(d) und (e) zeigt, daB jRT J x ist. Zugleich liaben K und Jf' 
dieselbe Bichtung. Man kann dalier die Anzielmng, die 
das Linienelement MN auf A ausiibt, ersetzen durch die 
Anziehung des Bogenelements M'N'\ und das gilt von 
jedem Linienelement von J50. Nun ist die Anziehung, 
die B auf A ausubt, die Eesultierende der Anziehungen 
aller Linienelemente von J3<7, oder, da man jedes Linien- 
element von BG durch das entsprechende Bogenelement 
von J5 / / ersetzen kann ? gleich der Anziehung, welche 
der Bogen B'G' auf A ausubt. 

Besultat. Die Anziehung, welehe eine homogene 

gerade Strecke auf einen auJBeren, nicht in ihrer Ver- 

langerung gelegenen Punkt ausubt, ist gleich der 

Anziehung eines mit Masse von derselben Dichtigkeit 

gleichformig belegten Kreisbogens; letzterer gehort 

dem Kreise an, der den angezogenen Punkt zum 

Mittelpunkt hat und die Strecke Oder deren Ver- 

langerung beruhrt, und er wird aus diesem Kreise 

durch die Verbindungslinien des angezogenen Punktes 

mit den Endpunkten der Strecke ausgeschnitten, 

Damit ist die Berechnung der Anziehung, welche eine 

homogene Strecke ausfibt, zuruckgefuhrt auf die Berechnung 

der Anziehung, welche ein homogener Kreisbogen auf den 

Mittelpunkt des Kreises ausubt, und letztere Anziehung 

iBt nach Aufgabe 1 bekannt. 

Aufgabe 3. Anziehung einer hornogenenKreis- 
fiche auf einen Punkt, der senkrecht uber ihrem 
Mittelpunkte liegt. 

Wir legen den Koordinatenanfangspunkt in den 
Mittelpunkt des Kreises und nehmen die Ebene des Kreifles 
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zur 0#-Ebene. Der angezogene Punkt A liegt dann auf der 
(positiven oder negativen) 3-Achse; seine Koordinaten sind 

00, 2/ = 0, z^kQ . 

Die Koordinaten eines anziehenden Punktes sind, 
wenn wir in der a?y-Ebene Polarkoordinaten einfuhren, 

= 0. 



Nach. (2), S. 4, ist daher 



und das Machenelement der anziehenden Plache ist 

5o *= rdrd<p . 

Nach (IV), S. 9, ist daher, da die Dichtigkeit x kon- 
stant ist, 



v t / f(*)r&rd<p 
Z^fmn v ,.__-. r? 




und da die Integrate uber eine Kreisfaclie zu erstrecken 
sind, so sind die Grenzen und 2n in bezug auf <p , 
und E in bezug auf r , unter JK der Badius des Kreises 
verstanden. Die Ausf uhrung der Integration naeh <p ergibl 

/ 9 (* rdr 

6 






Was den hier auftretenden Ausdruck a betrifft, 
so ist zu beachten, dafi die Quadratwurzel aus dem Aus- 
druck fur Q herruhrt, und daB Q den absoluten Abstand 
zweier Punkte ausdruckt. Die im Besultat auftretenden 
Quadratwurzeln bezeichnen daher stets den positiyen 
Wurzelwert. Somit ist fur positive & stets /a+#, 
dagegen fur negative 2 /^= 0. UnterscHeiden wir 
beide Palle dadurch, daB wir der Anziehungskomponento,^ 
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im ersten Palle den Index +, im zweiten den Index 
hinzufiigen, so erhalten wir 



+ = fmx*2n 1 




Daraus folgt, daB fur gleiche absolute Werte von 
die Komponenten Z + und Z_ gleiche absolute Werte, aber 
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, ein Eesultat, das 
man aueh oline jede Bechnung hatte voraussehen konnen. 

Die vorstehenden Ausdriicke zeigen ferner, daB, wenn 
der angezogene Punkt A sich dem Mittelpunkte des Kreises 
naliert, wenn also = wird, die -^-Komponente der An- 
ziehung nicht verschwindet, daB aber Z+ und Z_ einem 
verschiedenen Grenzwerte zustreben, und zwar wird 



a=sO 



"Diese diskontinuierliche Anderung von Z beim Durchgang 
des angezogenen Punktes durcli die anziehende Flaehe ist 
ein Spezialfall eines spater zu beweisenden allgemeinen 
Satzes. 

Wir untersuclien noeli, welchen Wert die Anziehungs- 
komponente Z hat, wenn der angezogene Punkt A , statt 
sich allmahlich dem Kreismittelpunkte zu n^hern, von 
vornherein fest in liegt. In diesem Falle mussen wir, 
damit A nicht der anziehenden Masse angehort, den 
Punkt durch eine kleine Kurve einschlieBen und die 
innerhalb dieser Kurve gelegene Masse von der anziehenden 
Masse ausschliefien. Dann liegt die anziehende Kraft, 
welche irgend ein Massenelement auf ausiibt, ganz in 
der #;?/-Ebene, dasselbe gilt daher auch fur die resultierende 
Anziehung aller Elemente, d. h. die ^-Komponente der 
Gesamtanziehung verschwindet; und dieses Resultat bleibt 
bestehen, wenn die den Punkt umgebende AbschlieBungs- 
kurve immer kleiner und kleiner wird, gleichgultig, welche 
Gcsstalt sie hatte; d, iu es ist in diesem Falle Z = Q. 

Zusatz. DaB die zur 0-Achse senkrechten Kompo- 
nenten der Anziehung X und T verschwinden, kann man, 

W anger in, Th eerie des Potentials L 2 
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statt durch Eechnung, leicht durch folgende geonietrische 
Betrachtung erkennen. Sind B und B f zwei Punkte 
innerhalb des Kreises, die mit in einer Geraden liegen 
und von gleichen Abstand haben, so ist AS ~ AB'. 
Daher sind die anziehenden Krafte 
K und K', welche zwei bei JB , resp. 
B' liegende gleiche Flachenelemente 
auf A ausuben, gleich grofl; und die 
eine ist von A nach JB, die andere 
von A nach B' gerichtet. Zerlegen 
wir nun sowohl K , als K' in je zwei 
Komponenten, deren eine in AO fallt, 
wahrend die andere zu A senkreoht 
steht, so haben, da 3:BAO=~B'AO 
ist, die beiden zu AO senkrechten 
Fig< 5 . Komponenten gleiche GroBe und ent- 

gegengesetzte Eichtung, heben sich 
also auf, wahrend die in AO faUenden Komponenten gleiche 
GroBe und gleiche Eichtung haben, also zu addieren sind. 
Das gilt fur beliebige Punktepaare B/J3'. Also bleibt 
auch fur die Gesamtanziehung der Kreisflache nur eine 
Komponente langs AO ubrig. 

Aufgabe 4. Anziehung einer homogenen Kugel- 
flache. 

a) Vorbereitung. (Formeln uber raumliche Polar- 
koordinaten.) Wir benutzen zur Losung der Aufgabe 
raumliche Polarkoordinaten. Bei diesen wird die Lage eines 
Punktes dargestellt durch seinen (absolut zu rechnenden) 
Abstand r vom Anfangspunkte , durch den Winkel $ , 
den r mit einer durch gehenden Achse (wir waMen 
dazu die 0- Achse) bildet, endlich durch den Winkel <p, 
den die durch r und die #-Achse gelegte Ebene mit einer 
festen durch diese Achse gehenden Ebene (hier der ##-Ebene) 
einschlieBt. Zwischen den rechtwinkligen Koordinateu 
a?, y, s und den Polarkoordinaten r, $, <p desselben 
Punktes bestehen die Gleichungen: 



Denn die 0-Koordinate von P, OQ^PL, ist die Pro- 
jektion von OP auf die 0-Achse, also 0=7*cos$. (Pur 
negative * wird der Winkel & ein stumpfer.) Die #-Koordi-* 
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nate von P ist die Projektion OR von OP auf die #-Achse. 
Diese kann man dadurch erhalten, dafi man OP zuerst 
auf die o?j/-Ebene projiziert und die Projektion OL auf 
die oj-Achse. Nun ist 



und 
OE = 

denn Winkel JSO ist 
der Neigungswinkel 99 
der Ebenen zOP und 
00 a?; mithin ist 

x 




Fig e. 



und analog ergibt sich 
die Formel fur y. 

Urn alle Punkte des Eaumes zu erhalten, mufi man 
r von bis oo , & von bis n , 99 von bis 2 rc variieren 
lassen. Ist r konstant, so erhalt man durch Variation 
von $ und cp alle Punkte einer urn mit dem Eadius OP 
beschriebenen KugeL KTennt man 
den Punkt 0, in dem die posi- 
tive #~Aclise die Kugel sekaeidet, 
den Pol, so ist, da man den Win- 
kel #OP = $ dureh den zuge- 
hdrigen Bogen z P ersetzen kann, 
^ der Polabstand des Punktes P, 
wahrend der von den Bogen #P 
und $00 (x ist der Schnittpunkt 
der Kugel mit der o?-Aclise) ein- 
geschlossene Winkel = <p ist. Die 
Bestimmung der Lage ernes Kugel- 




Fig. 7. 



punktes P durch ft und <p entsprieht der Bestimmung 
eines Punktes der Brdoberflache durch geographische 
LSnge (<p) und Breite (%n '&)* tJbrigens ist 



(2) 

der Radius ^ des durch P zur #s/-Ebene gelegten Parallel- 
kreises, und <p ist zugleicb. der Zentriwinkel PQP dieses 
Parallelkreises, wenn der Parallelkreis den groJBten Kugel 
kreis &x in P trifft. 

2* 
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Als Ffacheneleinent der in Rede stefcenden Kugel 
nehmen wir die Fl&che, die begrenzt wird von zwei un- 
endlich naben Meridianen PB, P f S' tmd zwei unendlieb 

naben ParaUelkreisen PP', 88'. 
Der Bogen des Meridians ist: 

r"# mitbin PS=*r-d&. 




Der Bogen des Parallelkreises ist, 
wenn r x sein Radius, 

also PP' va?, 



und da nach (2) 



so ist 



Da Meridiane und Parallelkreise sich senkrecht sehneiden, 
so ist das Flachenelement der Kugel 



d. h. 

(3) do 

Fiir spatere Anwendungen knfipfen wir hieran gleieli den 
Aiisdmck fiir das Volumenelement. Verbinden wir die 
Punkte P , P' , S , 8' der um mit dem Radius r be- 
schriebenen Kugel mit und verlangern diese Radien, 
bis sie eine konzentrische Kugel vom Radius r + dr resp. 
in den Punkten P 1 , Pi 7 8 l , 8i schneiden, so bilden diese 
vier Punkte die Eeken eines Flaelienelements der Kugel 
r + 3r; und das zwischen den Flachen PSS'P' und 
P l S 1 SiPi Hegende Volumen ist das Volumenelement dv> 
Wir konnen dasselbe, da alle Radien die Kugel senkrecht 
schneiden, als ein Parallelepipedon> ansehen, dessen Grund- 
flache PSS'P'=do und dessen H6he =dr ist; mithin 
ist das Volumen: 

(4) dv = r*draw&d&d<p. 

b) Losung der Aufgabe, 

Wir legen ein Koordinatensysteni zugrunde, dessen 
Anfangspunkt im Kugelmittelpunkte liegt, und dessen 
positive ^-Aclise durch den angezogenen Punkt A geht, 
der seinerseits auBerhalb oder innerhalb der anzielienden 
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Kugelflache liegen kann. Die rechtwinkligen Koordinaten 
des angezogenen Punktes A sind also 

(5) # = 0, 2/ = 0, s>0. 

Die rechtwinkligen Koordinaten eines anziehenden Punktes 
sind nach (1), wenn E den Kugelradius beseiehnet: 

(6) | JJsin$cos<j9, ^ = E sin$ sin 99 , f 
Ferner ist 



/V'jB sin# sino? JS 2 sini? di? dm 

f ' ' 7 



(7) e 

und nach (3) 

(8) 

Aus den Formeln (IV) S. 9 folgt daher, da a; nach der 
Voraussetzung konstant ist: 

fjB sin-d cos<p JB 2 sin^ M dcp 



(9) 



Da die Integration iiber die ganze Kngelflache zn er- 
strecken ist, so ist nach $ von bis n, nach 99 von 
bis 2 n zu integrieren. Die Integration nach <p lafit sich, 
da Q von 9? unabhangig ist, sofort ausfiihren und ergibt: 



(M) Z0, 



i2ur Ausfiihrung der Integration nach $ fuhren wir Q statt 
$ als Integrationsvariabele ein, dann wird nach (7) 



. /Y(R cos^ - ) JB 2 sin^' dftdcp 

Z =* f m H / / v r ; ./ 

JJ (y^ 2 + 2 -2JBcos??) 3 



und 
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demnaeh. 

2 - & - g 2 

2 ^ 



E 

2 2 
E 



Setzt man fur die Grenzen uud ?r ein, so wird 

(11) g 



Betreffs der Wurzeln ist wieder zu beachten, daB 
dieselben die positiven Wurzelwerte bezeichnen. Daher 
ist, da * positiv ist, 



der erste Summand in der Klammer ist also 1 . Die 
zweite Wurzel aber hat einen verschiedenen Wert, je 
nachdem & >S oder z < B ist. Ist zunachst z > 22 , d. h. 
liegt der angezogene Punkt auBerhalb der anziehenden 
Kugelflache, so ist der positive Wert von 



=*z- R, 
d. li. es ist 

R - z _ 

ys + ** - J 

und daher wird 



1st dagegen z < J? , so ist yJB 8 + ^ 2 2 JB = JS z , In 
der Klammer in (11) ist also der Minuendus sowohl, als 
der Subtrahendus 1 , daher die Differenz , und 

(13) 2 = (<2Z). 

Zur Doutuug des ersten Eesultats miissen wir be- 
achten, dafi 4jrJS 2 der Placheninhalt der Kugelflache, 
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K 4 Jt R* also die gesamte auf der Kugelflache ausgebreitete 
Masse 1st. Bezeichnen wir letztere mit p 9 so ist nach (12) 

(12.) * 



Da X*=Q und Y = ist [Gleichung (10)], so folgt 
aus dem negativen Vorzeichen von Z, dafi die ganze 
Kraft die Bichtung der negativen #-Achse hat, also von 
A nach dem Kugelmittelpunkte geriehtet ist. Abgesehen 
von diesem Vorzeichen, ist der Ausdruck (12 a) fur Z der- 
selbe, wie der, den das Newtonsche Gesetz fur die An- 
ziehung zweier Massenpunkte und A mit den Massen ^ 
und m und dem Abstande # ergibt. Wir haben also 
den Satz: - 

Die Anzlehung, welche eine homogene Kugelflache 
auf einen aufieren Massenpunkt A ausiibt, ist nach 
Grofie und Bichtung gleich der Anziehung, welche 
die im Mittelpunkte der Kugel konzentrierte Masse 
auf A ausuben wurde* 

Das zweite Besultat, daB fur < R X = , T = , 
Z = ist, enthalt den Satz: 

Eine homogene Kugelflache ubt auf einen im 
Innern gelegenen Massenpunkt gar keine Anziehung 
aus. 

Zusatz. Zur Ableitung der Besultate war eine be- 
sondere Lage des Koordinatensystems zugrunde gelegt. 
Hinterher kann man von dieser abstrahieren und zur Be- 
rechnung der Anziehung, welche die Kugelflache auf eineii 
sLuBeren Punkt ausubt, einfach die Formeln (la), S. 5, 
anwenden, indem man darin fur f , ij , f die Koordinaten 
des Kugelmittelpunktes , fur /* die auf der Kugelflache 
ausgebreitete Masse setzt. 

c) Geometrische Ableitung des Satzes, daB 
eine homogene Kugelflache auf innere Punkte 
keme Anziehung ausubt. 

;f$ Fiir das zweite der obigen Besultate wollen wir noch 
einen einfachen, von Newton herriihrenden Beweis geben. 
Wir betrachten zu dem Zweoke ein Flachenelement do 
der Kugel, das wir in der Figur durch den Bogen BG 



24 ! 



Potential und seine charakteristischen Eigenschaften . 



andeuten. Dies Element ubt auf A eine Anziehung aus, 
die von A nach B gerichtet, und deren GroBe 

fmxdo 



ist. Wir verbinden nun alle Punkte des Umfangs vou do 
mit A und verlangern diese Linien bis zum abermaligen 
Schnitt mit der Kugel, wodurch auf dieser ein zweites 
Flachenelement do' (in der Figur 
-$ B'C') ausgeschnitten wird. Dasselbe 
iibt auf A die Anziehung 

^ fmxdo' 

~ ZEP 2 * 

aus, und zwar ist diese von A nach B' 
gerichtet. K und JT' haben also ent- 
gegengesetzte Eichtungen; konnen 
wir noch zeigen, dafi beide gleichen 
absoluten Wert haben, so heben sie 
sich gegenseitig auf; und gilt das 
fur zwei beliebige Elemente do und do', die aus der 
Kugel durch einen Kegel von sehr kleiner Offnung mit 
dem Scheitel A und seinen Scheitelkegel ausgeschnitten 
werden, so heben sich die von alien Elementen der 
Kugelflache auf A ausgeubten Anziehungen gegenseitig 
auf, die Kugelflache ubt daher auf A gar keine Anziehung 
aus. Es komint also darauf an, nachzuweisen, daB 




do 



do' 



ist. Dazu verlangern wir den Kegel, der A mit dein 
TJmfange von do verbindet, bis er eine urn A mit dem 
Radius AB beschriebene Hilfskugel trifft, aus der er das 
Flachenelement d<o (in der Mgur BD) ausschneidet. Ebenso 
betrachten wir das Element dco' (in der Figur JB'JD^), 
das der Scheitelkegel jenes Kegels aus einer mit AB' 
um A beschriebenen Hilfskugel ausschneidet. Da der 
Kugelradius auf der Kugelflache senkrecht steht, so konneu 
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wir dco als Projektion von do auf die erste Hilfskugel 
betrachten und haben daher 

dco = do cos(do , dco) , 

wo (do , dco) den spitzen Winkel zwischen den Flachen- 
elementen do und dco bezeichnet. Dieser Winkel ist der- 
selbe wie der, den die Normalen beider Blemente bilden, 
also (do , dco) = ABO , daher 

dco do 

Analog folgt 

7 



Die Winkel ABO und JLjB x O sind aber gleich, also ist 

do dco 



(15) 



dco' 



Ferner sind dco und dco' solche Stiicke zweier kon- 
zentrischen Kngeln, die von demselben vom Mittelpunkte 
ausgehenden Kegel ausgeschnitten werden, und verhalten 
sicli dalier wie die Quadrate der Eadien, d. h. 



dco' 

folglich wegen (15) auch 
do 



(17) 



do' AB'* ' 



womit (14) bewiesen ist., Damit ist auch das an die 
Spitze gestellte Besultat abgeleitet. 

Aufgabe 5. Anziehung einer von zwei kon- 
zentrischen Kugeln begrenzten homogenen Masse. 

Die Losung dieser Aufgabe ergibt sich unmittelbar 
aus der der vorhergehenden. Denken wir uns namlich zu 
den gegebenen Kugeln alle moglichen konzentrischen kon- 
struiert und nennen die von zwei unendlich nahen koa- 
zentrischen Kugeln begrenzte Schale eine Blementarschale, 
so konnen wir jede Blementarsehale als eine gleichformig 
mit Masse belegte Kugelflaohe ansehen. Liegt nun der 
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angezogene Punkt im inneren hohlen Eaume, 1st also sein 
Abstand vom Mittelpunkte kleiner als der Badius der 
inneren Grenzflache der Masse, so iibt keine der Elemen- 
tarschalen einfe Anziehung auf den Punkt aus, mithin 
auch nicht die ganze Schale. 

Liegt ferner der angezogene Punkt im AuBenraume, 
1st also sein Abstand vom Mittelpunkte grofler als der 
Eadius der aufieren Grenzflache, so konnen wir die An- 
ziehung jeder einzelnen Elementarschale ersetzen durch 
die Anziehung des gemeinsamen Mittelpunktes, darin die 
Masse der betreffenden Elementarschale konzentriert ge- 
dacht. Mithin konnen wir auch die Anziehung der ganzen 
Sohale ersetzen durch die Anziehung des Mittelpunktes, 
darin die ganze Masse der Schale vereinigt gedacht 

Diese Argumentation bleibt auch fur den Fall giiltig, 
dafi fur die verschiedenen Elementarschalen die Dichtig- 
keit ft nicht mehr denselben Wert hat, falls nur in jeder 
einzelnen Elementarschale Tc konstant ist, d. h.: 

Die fiir eine anziehende Kugelflache, S. 23, ge- 
fundenen Eesultate gelten auch fur eine yon zwei 
konzentrischen Kugeln begrenzte raumliche Masse, 
falls die Bichtigkeit entweder konstant oder eine be- 
liebige Funktion des Abstandes r vom Kugelmittel- 
punkte ist 

Analytisch hatte sich das Eesultat in ahnlicher Art 
ergeben wie das der Aufgabe 4. Man hatte zu dem 
Zwecke nur dieselbe Lage des Koordinatensystems wie in 
jener Aufgabe wahlen, dann in den Ausdrucken fur X, Y, Z 
das konstante R durch den verS/nderlichen Abstand r 
eines Massenelements vom Mittelpunkte ersetzen und an 
Stelle des Flachenelements do [Gleichung (8), S. 21] das 
Volumenelement dv [Gleichung (4), S. 20] nehmen miissen, 
An Stelle der Doppelintegrale wurden zugleich dreifache 
treten, in denen die Grenzen fur $ und (p dieselben waren 
wie oben S. 21, wahrend nach r von R Q bis jB x zu into- 
grieren ware, unter B Q und B 1 die Badien der die Masse 
begrenzenden Kugeln verstanden. 
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Kapitel 3. 

Einfuhrung des Potentialbegriffs. Niveauflachen und 
Kraftlinien. 

a) Das Potential. 

Lagrange hat zuerst die Bemerkung gemaoht, daB 
die durch die Formeln (la) und (II), S. 5 u. 6, bestimmten 
Anziehungskomponenten sich als die partiellen Differen- 
tialquotienten einer und derselben Funktion naeh den 
Koordinaten des angezogenen Punktes darstellen lassen, 
und Laplace hat dies Besultat auf die Formeln (HI), 
(IV), (V), d. h. auf die Anziehung beliebiger Massen aus- 
gedehnt. 

Wir betrachten zuerst die Anziehung zweier Massen- 
punkte aufeinander. Die Anziehungskomponenten sind in 
diesem Falle durch die Formeln (la), S. 5, dargestellt. 
Aus der Gleichnng (2), 8. 4, folgt nun: 



__, 



g_ 1 dg __ g x 



Sac " 
und ebenso 




Die Ausdrucke (la) nehmen daher, wenn man die koa- 
stanten Faktoren unter das Differentiationszeichen setzt, 
die Form an: 



Fiir die Anziehung beliebig vieler diskreter Massen- 
punkte ist nach (II) 
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und die Ausdrucke fur Y und Z ergeben sich daraus 
durch Vertauschung von % h und mit ij h und y , resp. mit 
f ft und #, Da durch diese Vertauschung der Ausdruck 



nicht geandert wird, so existiert auch hier eine Funktion, 
deren partielle Ableitungen nach no , y , $ die Anziehungs- 
komponenten darstellen. 

Fur den Fall einer irgend einen Baum kontinuierlich 
erfullenden Masse haben wir nach (III), S. 8: 




In dem rechts stehenden Integral sind , r\ , 4* die Inte- 
grationsveranderKchen, 0, y, aber variable Parameter. 
ISTun wird ein bestimmtes Integral nach einem Parameter 
differentiiert, indem man die zu integrierende Funktion 
differentiiert, vorausgesetzt, daB der Parameter nicht in 
den Integrationsgrenzen auftritt. Dieser Satz kann hier 
angewandt werden, da die Integrationsgrenzen nur von 
der anziehenden Masse, nicht aber von der Lage des an- 
gezogenen Punktes abhangen. So erhalten wir, da auch 
Jc nur von f , ^, f, nicht aber von a?, y, z abhangt: 

(Illb) X - -*- (fmfffj dt; dr) if) , 

und Y , resp. Z ergeben sich ebenso als die partiellen Ab- 
leitungen des in der Klammer stehenden Ausdrucks nach 
y, resp. s. 

Analoges gilt endlich auch fiir anzieliende Flachen 
und Linien. 

In alien Fallen existiert also eine Funktion V von 
der Beschaffenheit, dafi 
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1st*), und zwar 1st fur anziehende diskrete Massen- 
punkte 



fiir anziehende raumliche Massen 
(B 2 ) 7 = fmfff. 



6 ' 



fiir anziehende Flachen 
(B 3 ) v-f 



fur anzieliende Linien endlicli 

(B 4 ) v - f 



Fur die hier auftretende Funktion hat Gaufl (1839) 
den ISTamen Potential eingefiihrt, Green hatte dafur 
(1828) die Bezeichnung ,,Potentialfunktion" vor- 
geschlagen. Da die Greensehe Abhandlung, wenn auch 
friiher verfaBt als die GauBsohe, erst viel spater allgemein 
bekannt geworden ist, so hat sich der Name Potential 
eingelbiirgert. 

In ahnlicher Weise wie die den Koordinatenachsen 
parallelen Kraftkomponenten X, Y, Z hangen auch 
die nach beliebigen Richtungen genommenen Kraftkom- 



*) In manchon Abhandlungen und Lehrbiichern findet man 
statt der Formeln (A) die anderen: 

67 6V 6V 

(A) i___, *- Jy Z ~--^> 

wUhrend doch V durch die Gleichungen (Bi) (B 4 ) bestimmt wird. 
Der Grund fiir diese Abweichung ist entweder der, dafi man 
statt der anziehenden Krafte abstofiende betrachtet. Piir 
diese gelten die Gleichungen (A x ), wenn man in (BJ (BJ f als 
positiv annimmt. Oder aber man rnufi, wenn man die Glei- 
chungen (A') auf anziehende Krafte anwendet, das Vorzeichen 
der Kraftkomponenten abweichend von der in der Mechanik ge- 
brJluohlichen Definition festsetzen (vgl. die Anmerkung S. 4). Bei 
der S, 4 liber das Yorzeichen der Kraftkomponenten getroffenen 
Festsetzung sind fiir anziehende ZrSfte nur die Gleichungen (A) 
richtig, nicht die Gloichungen (AO- 
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ponenten von V ab, d. h. 1st 7 das Potential irgend- 
welcher anziehenden Massen, K die von diesen Massen 
auf einen Massenpunkt A ausgefibte Kraft, K s die nach 
der Eiclitung $ genommene Komponente dieser Kraft, 
so ist: 8y 

(A") * 57- 

Die Kictitigkeit der Gleichung (A") ergibt sich am ein- 
fachsten durch folgende ffberlegung. In den vorher- 
gehenden Erorterungen war die Lage des Koordinaten- 
systems ganz beliebig. Legt man dasselbe so, daB die 
Richtung von d s in die #-Achse fallt, so ist K S = Z und 

zugleicli ~- == -= ; die Binsetzung dieser Ausdrucke in 

ds oco 

die erste Gleiclrang (A) gibt sofort (A"). 

Wir geben noch eine andere Ableitnng von (A'')- Da 
V direkt nur von a?, y, * abbangt, von s nur insofern, 
als a?, y i # selbst sich mit s andern, so ist 



8$ """ 3o? d 3y <Zs 5 dl 

5 , v dy - d* 
- z W + Y W + z -te' 

ist, da X , T , Z die den Achsen parallelen Kompo- 
nenten der anziehenden Kraft K sind, 

, y), ^ = JCcos(Z, 0), 



wo (JGT, a?) den Winkel bezeichnet, den K mit der^posi- 
tiven a?-Achse bildet usw. Ferner ist Ax die zur Ande- 
rnng ds von % $ geliorige Anderung von sc , d. h. do? ist die 
Projektion von ds attf die #-Achse, daher mit analoger 
Beseichnung der Winkel 



weiter 



: , a?) cos(#s , a?) + cos(Z , 

^^ 
, as) , 
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und JSTcos(JC, ds) ist die der Eichtung von ds parallele 
Kraftkomponente R 8 . 

b) Niveauflachen und Kraftlinien. Das Poten- 
tial V ist eine Funktion der Koordinaten des angezogenen 
Punktes, die im allgemeinen beim tlbergang von einem 
Punkte P zu einem anderen P l ihren Wert andert. Doch 
wird es gewisse Punkte geben, in denen V denselben 
Wert wie in P hat. Ist dieser Wert 7 , so stellt die 
Gleichung 

(1) V = 7 

fwie jede Gleichung von der Form f(x , y , ) = konst.] 
eine Flaclie dar, die diejenigen Teile des Eaumes, in denen 
7 < 7 ist, von denen trennt, -fiir die 7 > 7 ist. Bine 
solche Flache heiJSt eine Mveauflache oder Aqui- 
potentialflache. Sie hat die Bigenschaft, dafi 

die Eichtung der Kraft uberall auf der Mveau- 
flache senkrecht steht. 

Denn ist P ein Punkt der Mveauflache, ds ein vdn P 
ausgehendes Bogenelement der Flache, so ist einerseits 



da 7 beim Fortgang auf der Flache seinen Wert nicht 
andert. Andererseits ist 



und da K fur Punkte aufierhalb der anziehenden Masse 
im allgemeinen nicht verschwinden kann, so muB 

cos(JC, ds) = 

sein, d. h. die anziehende Kraft steht im Punkte P senk- 
recht auf alien von P ausgehenden Bogenelementen der 
Niveauflache, hat also die Eichtung der Normale N 
jener Flstche. 

BV 

6N 

stellt daher die ganze Kraft dar. 

ErteUt man in der Gleichung (1) der Konstante 7 
andere und andere Werte, so erh&lt man ein System von 
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Mveauflachen, fur die F ein variabler Parameter ist. 
Diese bilden, als nur von einem Parameter abhangig, eine 
einfach unendliche Scliar. Zwei Flachen der Schar konnen 
sich, da sie zu verschiedenen Werten von 7 gehoren, 
nie schneiden. Diejenigen Kurven, welche alle Flachen 
der Scliar senkrecht schneiden, haben die Eigenschaft, dafi 
jede Tangente an eine dieser Kurven die Eichtung der 
Normale der durch den Beruhrungspunkt gehenden ISTiveau- 
flache und damit die Eichtung der anf den Berulirungs- 
punkt ausgeubten Kraft hat. Jene Knrven heiBen dalier 
"Kraftlinien. Wir konnen uns eine Kraftlinie folgender- 
mafien entstehend denken: Wir gehen von einem Punkte P 
einer Mveauflache in der Bichtung der Plachennormale 
bis zum Schnitte Q dieser Plachennormale mit einer zweiten 
IsTiveauflache, von Q langs der Plachennormale der zweiten 
Mveaufiache zu einer dritten Mveauflache, die von der 
zweiten STormale in R getroffen werden moge usf. Lassen 
wir dann die einzelnen Mveauflaclien einander unendlichi 
nahe rucken, so gelit die gebrochene Linie PQR... im 
Grenzfalle in die gesuclite Kurve uber. 

c) Einfache Beispiele fiir Niveauflachen und 
I^raftlinien. 

1. Piir einen einzelnen anziehenden Massenpunkt ist 
nacli (B S. 29 



Die isTiveauflachen Q konst. sind dalier konzentriscbe 
Kugeln, die den anziehenden Punkt zum gemeinsainen 
Mittelpunkte haben; die Kraftlinien sind die Kugelradien. 

Dasselbe Eesultat gilt fur eine anziehende homogene 
Kugel, da man nach Aufgabe 5, Kap. 2, deren Anziehung 
durch die des Mittelpunktes ersetzen kann. 

Auch fur die Anziehung zweier oder mehrerer diskreter 
Massenpunkte erhalt man die Gleichung der Mveauflachen 
unmittelbar aus der Pormel (Bj). 

2. Die Mveauflachen einer anziehenden homogenen 
^eraden Strecke ergeben sich ohne Eechnung durch folgende 
ttberlegung. Uach Aufgabe 2, Kap. 2, kann man die An- 
ziehung, welche die Strecke BO auf den Punkt A ausfibt, 
ersetzen durch die Anziehung des homogenen Bogenfl B'G f 
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(s. Pig. 4, S. 14), lebztere, nach Aufgabe 1, Kap. 2, wieder- 
um durch die Anziehung, die eine gewisse, in der Mitte 
des Bogens konzentrierte Masse auf A ausiibt. Die von 
BC auf A ausgeiibte Kraft ist daher nacli der Mitte des 
Bogens B'G' gerichtet und halbiert den Winkel B' A 0" , 
der mit dem Winkel BAG identisch ist. Fur jede Lage 
des Punktes A hat also die wirkende Kraft die Eichttag 
der Halbierungslinie des Winkels BAG. Andererseits hal- 
biert die Normale derjenigen durch A gehenden Ellipse, 
welche B mid G zu Brennpunkten hat, den Winkel BAG. 
Jede in irgend einer durch BG gelegten Ebene liegende 
Ellipse, die B und C zu Brennpunkten hat, steht also senk- 
recht auf der Kraft, die von BC auf einen Punkt der 
Ellipse ausgeiibt wird. Durch Eotation dieser Ellipsen um 
BC als Achse entstehen verlangerte konfokale Eotations- 
ellipsoide, und da die Normale einer Eotationsflache zu- 
sammenfallt init der Normale ihrer Meridiankurve, so 
stehen auch alle genannten Eotationsellipsoide auf der 
wirkenden Kraft senkrecht und sind somit die gesuchten 
Niveauflachen. 

Die Kraftlinien sind in diesem Falle ferner solche 
Kurven, welche in einem beliebigen Punkte P die Halbie- 
rungslinie des Winkels BAG zur Tangente haben. Diese 
Eigenschaft haben alle Hyperbeln mit den Brennpunkten 
5, C, und dafi diese Hyperbeln die vorher betrachteten 
Ellipsen mit denselben Brennpunkten und somit auch die 
Mveauflachen senkrecht schneiden, ist ein bekannter Satz 
aus der Lehre von den Kegelschnitten. 

Eesultat. Die Niveauflachen einer anziehenden 
homogenen geraden Strecke BC sind konfokale ver- 
langerte Eotationsellipsoide, die die Endpunkte der 
Strecke zu Brennpunkten haben; und die Kraftlinien 
sind Hyperbeln mit denselben Brennpunkten, die in 
den durch BC gelegten Ebenen liegen. 

d) Allgemeine Bestimmung der Kraftlinien. Ist 
das Potential 7 der anziehenden Masse bekannt, so kennt 
man auch die Bichtungskosinus der Normalen einer be- 
liebigen Niveaufiache. Diese Eichtungskosinus sind pro- 
portional = , -s-- "~r~~ 1st andererseits ds ein Bogen- 
r dtt 7 oy 7 00 

Wangerin, Theorle des Potentials I. 3 
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element einer Kraftlinie, dx, dy , d# die Projektionen 

desselben auf die Koordinatenachsen, so sind -^ , , -^ 

' $s 7 ds ' ds 

die Bichtungskosinus der Tangente der Kraftlinie, und 
da diese Tangente fur alle Kurvenpunkte auf der Mveau- 
flache des betracliteten Punktes senkrecht steht, so sind 
die einen Bichtungskosinus mit den anderen identisch, 
d. h. es ist 

j_il . 4- IK . j_iZ = ^ . $l . *L 

BV : dy : * dz ~~ ds '' ds '' ds ' 

und zwar sind in alien drei Gliedern Knks dieselben Zeichen 
zu nehmen. Die vorstehende Proportion kann man so 
schreiben : 



57 "" 6F "" 57 * 
dec By bz 

Wir haben damit, da V eine bekannte Funktion von a?, y, s 
ist, zwei simultane partielle Differentialgleichungen. Aus 
ihrer Integration ergeben sich zwei endliche Gleichungen 
zwischen a?, y, # mit zwei willkurlichen Konstanten. Durch 
zwei solche Gleichungen wird, wenn man den Konstanten 
bestimmte Werte erteilt, eine Baumkurve bestimmt. 

Beispiel. Die Kraftlinien fur die Anziehung 
zweier Massenpunkte von gleicher Masse, Die beiden 
Massenpunkte B 1 , J? 3 mogen die gleiche Masse ju haben, 
ihr Abstand sei 21. Wir legen ein Koordinatensystem 
zugrunde, dessen Anf angspunkt die Mitte der Verbindungs- 
linie B^ ist, wahrend die positive #-Achse von nacb B l 
gerichtet ist. Die Koordinaten von B t sind dann + 1 , , , 
die von B 2 --Z, 0, 0. Irgend ein Punkt A des Baumes, 
mit den Koordinaten x , y , , habe von B 1 den Abstand QI , 
von 5 2 den Abstand & , so ist: 

(3) 

( + O 2 + y* + ** - ( + Z) 2 + 
wo 

(3 a) rj^iy^+1^ 
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der Abstand des Punktes A von der #-Achse 1st. 
(BJ, 8. 29, ist: 



_ 



4 + 4} . 

d el/ 



e 

N"ach (2) werden daher die Differentialgleichungen der 
Kraftlinien : 



> I + l 

^3 I 



d. h. es ist: 

dy - 

- 



- 

- - 

y * 



woraus durch Integration 

logy + 



folgt, falls logOj die Integrationskonstante bezeichnet, 
oder 



(5) 

Das ist die^Gleiclmng einer durch. die ^-Achse gelegten 
Ebene. Alle Kraftlinien liegen also in einer durch BiB 2 
gehenden Bbene, ein Besultat, das man auch ohne Eech- 
nung liatte voraussehen konnen, da die Besultierende der 
von B l und B 2 auf A ausgeubten Anziehungen in der 
Ebene AB 1 B^ liegt. 

Weiter folgt aus (4 a): 



Dadurch geht die erste Gleichung (4) in folgende iiber: 
dx dy 



3* 
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oder 



Multipliziert man (6) mit ?; und beachtet, dafi nach (3) 



so erhalt man: 

+ (* - ?) 2 ] <jo> - (0 - z) Mft , [i? 2 + (0 + 0*1*0 - 
_ --- 1_. ---- - 

(>l 6 

oder 



,m yiw" v / yyiwftg , Q\ & ~ (# + ^) ga ^gg = Q 
01 #2 

Hebt man den ersten Bruch durch g I , den zweiten dui'ch &> , 
so sind beideBruche vollstandige Differentiate, und es folgt: 



also: 



(5) und (9) zusarnmen sind die Gleichungen der Kraftlinien. 

Kapitel 4. 

Allgemeine Eigenschaften des Potentials beliebiger Massen 
fur aufiere Punkte, 

Wir behalten die bisher stets gemachte Voraussetzung, 
daB der angezogene Punkt ein aufierer ist, d. h. nicht der 
anziehenden Masse angehort, bei und wollen zugleich der 
Einfachheit wegen die konstanten\Faktoren fm in den 
Ausdrucken fur das Potential [Gleichung (BJ (B 4 ), S. 29] 
fortlassen, was darauf hinauskommt, daB wir die Masse 
des angezogenen Punktes gleich der Masseneinheit an- 
nehmen und das MaB der Kraft so wahlen, daB /= 1 wird. 

Das Potential irgendwelcher Massen in bezug auf auBere 
Pankte hat folgende Eigenschaften. 
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a) Das Potential und seine Differentialquo- 
tienten sind uberall endliche und kontinuierliehe 
Funktionen der Koordinaten des angezogenen 
Punktes. 

Da der angezogene Punkt ein auBerer, ist Q fur kein 

Massenelement = , also nie unendlich, Jc ist seiner 

Natur nach eine uberall endliche Funktion, und ebenso 
sind in (B a ) (B 4 ) die Integrationsbereiche endlich, da die 
anziehende Masse stets einen bestimmten endlichen Eanm 
einnimmt. Eine uberall endliche Funktion, innerhalb end- 
licher Grenzen integriert, gibt stets einen endlichen Wert. 
Die gleichen Schliisse gelten f iir die Anziehungskomponenten 
und ebenso fiir die hoheren Differentialquotienten des Po- 
tentials. DaB dasselbe Eesultat auch fiir das Potential 
diskreter Massenpunkte (BJ gilt, wo eine Summation an 
Btelle der Integration tritt, liegt auf der Hand. 

Die Kontinuitat des Potentials folgt daraus, daB die 
zu integrierende Funktion eine kontinuierliehe Funktion 
der Koordinaten des angezogenen Punktes ist. In der 
Tat, andert der angezogene Punkt A seine Lage unendlich 
wenig, wahrend die anziehende Masse ihre Lage nicht 
andert, so erfahrt der Abstand Q des Punktes A von 

einem beliebigen Massenelement die unendlich kleine Ande- 
"i ^ 

rung 6$ , - die Anderung ^ , das Potential 7 also die 
Anderung: 



1st nun d@ der absolut groBte Wert aller dQ, so ist: 



falls, wie iiblich, mit | | der absolute Wert bezeichnet 
wird. N*un ist das rechts stehende Integral endlich, 
# unendlich klein, daher ist auch das Produkt beider 
ttnd damit | (57 1 unendlich klein; d. h. aber 7 andert sich 
kontinuierlich, falls der angezogene Punkt seine Lage andert, 
Diese Argumentation gilt ohne weiteres auch fur die 
Integrate (B s ), (BJ, ebenso auch fiir die endliche Summe(B); 
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ferner laBt sie sich. olme weiteres in alien Fallen auf die 
Anziehungskomponenten sowie auf die hoheren Differential- 
quotienten des Potentials ubertragen. 

b) Verhalten des Potentials und seiner Ab- 
leitungen im TJnendlichen. 

Wir fassen zunachst den Fall ins Auge, der bei An- 
ziehungen allein in Prage kommt, dafi die Dichtigkeit Jc 
positiv ist. Pur einen zwar weit entfernten, aber noch 
im Bndliclien gelegenen Punkt A seien Q i der kleinste, 
g 2 der grofite Abstand von der Masse, so ist 



daher 

!<! 

?2 5 
und 

1<A 

62 Q 
welter 



da die zu integrierende Punktion positiy ist und die 
Grenzen in alien drei Integralen dieselben sind. Uun 
sind gi und $ 2 yon der Integrationsvariablen unabhangig, 
daher kann die letzte TJngleichung geschrieben werden 



d. h. 



wo 

(2) 

die gesamte anziehende Masse bezeichnet. Eiickt der an- 
gezogene Punkt ins Unendliclie, so wird ftLgs 00 * 

-B. -. o daher 

ft ^2 

(3) 
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Multiplizieren wir (1) mit r , wo r die Entfernung des an- 
gezogenen Punktes von einem beliebigen, fest mit der 
Masse verbundenen Punkte (z. B. vom Anfangspunkte) 
darstellt, so erlialten wir 

,. x rM ^ TT ^ rM 

(4) <rV< . 

& ft 

Eiickt der angezogene Punkt ins Unendliclie, so wird 
rait Q t and 2 auch r unendlich, aber 

(5) lim = 1 und lim = 1 *), 

r=cx) $2 r=oo 1 

also 

(6) lim(rF) = Jf. 

f=00 

Bin analoges Eesnltat gilt fiir die Anziehungs- 
komponenten. Es ist 

v 8V 



t *, 

ist ein echter Brach, und daher gilt fur den abso- 

6 BV 

luten Wert Ton -5 die Belation: 

ox 



(7) 



dV 



--III: 



* ^ 

-zdv . 
2 



*) Der sirenge Nachweis ftir die Gleichungen (5) Iftfit sioh so 
fiihron, Ist der Anfangspunkt, hat ferner der Punkt, dessen 
Abstand von A = ^ ist, die Koordinaten $ 19 rj ly ^ , so ist 

r 8 == ,T S -f 2/ s H- ^ 2 , 



daher 



KQckt der angezogene Punkt ins TJnendliche, so wird, da ^,^9 ?i 
endlich bleiben, ^r = 0, ^- = 0, y = 0, wahrend 2-, %-, JL 
als Bichtungskosinus der Linie OA, absolut genommen, kleiner 
als 1 sind, daher Hmf = 1 . 
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Wendet man auf das Integral 

(8) J 

dieselben Betrachtungen an wie oben auf F, so ergibt 
sich, daB, wenn r = ]/# 2 + y 2 + # 2 unendlich wird, 

(9) limJ-0, limrV-ir, 

r=oo r=oo 

mithin 



(10) 



lim 

r oo 



= , 



< M 



wird und welter erst reclit 



(lOa) 



limy 2 



lima? 2 

r=cx3 



6V 
8a> 



< Jf 



_ 
dos 



und 



8V 



also endliche Werte. 



Auch for die hoheren Differentialquotienten von V 
lassen sich analoge Betrachtungen anstellen. 

Der Beweis bedarf einer Erganzung fiir den Fall, 
daB die Dichtigkeit fc teils positiv, teils negativ ist. Auf 
diese Annahme, die eine Erweiterung der friiheren De- 
finition der Dichtigkeit enthalt, wird man gefuhrt, wenn 
die wirkenden Massen aus ungleichartigen Teilen bestehen, 
die teils anziehend, teils abstofiend wirken. Die JC-Kom- 
ponente der Wirkung ist in diesem Falle 

TT , fmp 



und zwar gilt, falls m und p absolut genommen werden, 
das + Zeichen fiir den Fall, dafi m von p angezogen, das 
Zeichen fur den Fall, daB m von p abgestoBen wird 
Ziehen wir das Zeichen + zu p und setzen fest, daB die 
Masse jedes Massenteilchens positiv oder negativ zu 
rechnen ist, je nachdem es anziehend oder abstoBend 
wirkt, so miissen wir, da das Volumenelement stets 
absolut zu rechnen ist, auch. die Dichtigkeit mit dem ent- 
sprechenden Vorzeichen versehen. 

Urn zu zeigen, daB unsere Formeln (3), (6), (10) auch 
fiir den Fall gelten, dafi die Dichtigkeit teils positiv, teils 
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negativ ist, teilen wir das die wirkende Masse entlialtende 
Volumen v in zwei Teile % , v a , so daB ^ nur die Massen- 
teile mit positiver, 2 die mit negativer Dichtigkeit ent- 
halt. Die Gesamtmasse von % sei M^ , die Dichtigkeit 
eines Massenelemeates 4-^, die Gesamtmasse von t? 2 
sei Jf a , die Diohtigkeit eines Massenelementes & 2 , 
so wird 



falls 



ist. Auf Ft und F 2 konnen wir das obige Eesultat an- 
wenden, da Jc L und fc 2 positiv sind, also 

Iim(r7!) - Jfi , Iim(r7 s ) = Jf, , 

r = oo r=co 

und weiter 




falls Jtf die Gesamtmasse ist. 

Fur die Anziehungskomponenten ergibt sich durch 
eine analoge Zerlegung, wie ohne weiteres ersichtlicli ist, 
das Besultat, daB fiir r = <*> 



(10 b) Hm 



, limr 2 



_ 
dx 



und lima? 2 



aber endlich sind. 

Bei der Ableitung von (3), (6), (10), (10 a) ist das 
Potential raumlichen|Massen zugrunde gelegt [(B a ), S. 29]. 
Die ganze Argumentation laBt sioh oline jede Inderung 
audh auf (B,), (B 4 ) und (BJ, d. h. auf das Potential von 
Flachen, Linien und diskreten Punkten ubertragen. 

o) Die Laplacescke Differentialgleicliung. 

Aus 
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folgt, wie wir bereits wissen, 



Sx 3 ' 

Durch weiteres Differentiieren folgt daraus 



8a;* 



Bilden wir ebenso 



-s- 
c/j/ 2 



und addieren, so folgt 



___)_ g | . . g = 3 



0. 



Da die Gleichung (11) fur jedes in (B x ) S. 29 auftretende Q h 
gilt, so folgt ffir das Potential diskreter Massenpunkte 
sofort 



(12) 



~T 



DaB dieselbe Gleichung auch fiir beliebige anziehende 
Massen gilt, ergibt sicb. so: Aus (B 2 ) S. 29, 



folgt, da x, y , z weder in den Grenzen, nocli in "k cnt- 
halten eind, 

/*// /Nft 1 





+ 




' ~W~~JJJ n '~W " v > 

i ,.n 



. 8a>* ^ 8y* 
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denn wenn die zu integrierende Punktion =0 1st, so gilt 
dasselbe von dem bestimmten Integral. Das gleiche gilt 
bei Zugrundelegung von (B 8 ) und (B 4 ). 

Die Gleiehung (12) heiBt die Laplacesclie Differential- 
gleichung, die linke Seite derselben wird als Laplaeescher 
Differentialausdruek bezeichnet. Pur denselben ist die 
Abkurzung 



gebrauchlich, so dafi man die Laplaeesche Differential- 
gleiclmng aucli so schreiben kann: 

(12a) JF-0. 

BeimtJbergang von einem rechtwinkHgen Koordinaten- 
system x, y, * m einem anderen a?', y', %' geht (12) 
fiber in: 



wie daraus folgt, dafi bei Ableitung der Gleichung (12) 
keinerlei Voranssetzung iiber die Lage des Koordinaten- 
systems gemaeht ist. Diese Gleichung gilt daker fiir jedes 
reclitwinklige Koordinatensystem. "ffbrigens laBt sicli der 
Beweis fur die Identitat der linken Seiten von (12) und (12 b) 
auch. dureh. Benutzung der bekannten Formeln fur die 
Transformation der Koordinaten fuhren. Der Laplaeesche 
Differentialausdruck ist also eine Invariante bei jener 
Transformation. 

d) Anwendung auf das Potential einer von 
zwei konzentriscken Kugeln begrenzten Selale. 

Wenngleich sick, das allgemeine Integral der Laplace- 
schen Differentialgleichung nicht in endlicher Form dar- 
stellen ISTBt, genugt in ge-wissen Spezialf alien diese Q-lei- 
chung, verbunden mit den in a) und b) gefundenen all- 
gemeinen Eigensoliaften, zur Bestimmung des Potentials. 
Einen solclien Fall bildet die Ermittelung des Potentials 
einer von zwei konzentrisclien Kugeln begrenzten 
Masse, -wenn die Dichtigkeit eine Funktion des 
Abstandes vom Mittelpunkte ist. 

Wir beweisen zunachst folgenden Satz. Das gesuchte 
Potential hat fiir zwei Punkte A und A', die gleichen 
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Abstand von dem gemeinsamen Mittelpunkte der die 
Massen begrenzenden Kugeln haben, denselben Wert. Es sei 



Q 



das Potential der Masse fur den Punkt A , 



das Potential fur den Punkt A f ; die Summen (re&p. Inte- 
grationen) sind beide Male iiber die ganze gegebene Masse 

auszudehnen, Nun existiert zu je- 
dem Summanden von V ein gleicher 
Summand von V. 1st namlich B 
ein beliebiget Punkt der Masse, 
BA = Q , so trage man in A! an 
OA' den Winkel OAB an = QA!E' 
(in irgend einer durcli A' gelegten 
Ebene) und inache A'B'^AB. 
Dann ist auch OB = OB', d^her 
ist die Diehtigkeit in B und B / 
die gleiche, also fur gleiche Volu- 
d!t? / , ferner = AB = A f B'=', also 




Fig. 10. 



menelemente 



Tcdv 



Es sind alao die einzelnen Summanden von V und V gleich, 
daher auch die Summen. 

Aus diesem Satze folgt, daB der Wert des Potentials V 
in unserem Falle lediglich von der Entfernung des an- 
gezogenen Punktes vom Kugelmittelpunkte abhangt, Be- 
zeichnen wir diese mit r, so ist V nur insofern eine 
Funfction von x , y , z , als r von diesen GroBen abhangt. 

Da 

2 = 2 * 2 



so ist 



Sr_ 

fix 



Br 



co 
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daher 

8V __ dV dr dV x 

dx dr dx ~~ dr r ' 



r r a 



527 
und analog -a~r, "TT- Dalier 



= 2 d7 

~ d!r 2 + v dr ' 

Die Laplacesche Gleioliung AV geht also in unserem 
Falle in folgende fiber: 



Zur Integration derselben setzen wir -r -7^ so wird: 



Oder wenn man mit r 2 multipliziert, 

^W) 
"~^" "" U> 
woraus weiter folgt: 

V - 

K i ~ ~~^ ' 

(15) 7--^ + ^, 

wo c und <?! willkiirliche Konstante sind. Zu ihrer Be- 
stimmung ziehen wir die allgemeinen Eigenschaften des 
Potentials heran. Liegt der angezogene Punkt zunachst 
im aufieren Raume, so kann r = oo werden ? und fiir r = oo 
muB 7 verscliwinden, also muB c t = sein, ferner 1st c= If , da 

= Jf 
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ist. Fiir einen Punkt im auBeren Baume haben wir also: 

(16) ^ = ~T> 

eine Gleichung, die aussagt, daB das Potential unserer 
Masse denselben Wert hat, als ware die Masse M im 
Mttelpunkte konzentriert, in tJbereinstimmung mit dern, 
was in Kap. 2, Aufgabe 5, uber die Anziehung einer solchen 
Masse gefunden ist. 

Liegt aber der angezogene Punkt im inneren Hohl- 
raum, so kann r nicht unendlieh werden, wohl aber == . 
Fur r = gibt der Ausdruck (15) V = <*> . Wir wissen aber, 
daJJ fiir alle Punkte auBerhalb der Masse V endlich sein 
muJS, also muB hier c = sein. V hat also fur Punkte 
des inneren Hohlraumes den konstanten Wert c lf Die 
Differentialquotienten von V verschwinden daher, d. h. auf 
einen Punkt des inneren hohlen Baumes wird keine An- 
ziehung ausgeubt, ein bereits bekanntes Besultat. 

Urn den konstanten Wert c x des Potentials in unserem 
Falle zu ermitteln, geniigt es, V fiir irgend einen Punkt 
des inneren Hohlraumes zu berechnen. Wir wahlen dazu 
den Mittelpunkt der konzentrischen Kugeln. Pur ihn ist: 

co = y = & = , 
daher 



Tcdv 



Fiihren wir raumliche Polarkoordinaten ein: 

sin 9^ , ? x 



und drucken dv in raumlichen Polarkoordinaten aus [Glei* 
chung (4), S. 20], so wird: 



v -fff ******** 



und es ist naen ^ von bis n, nach ^ von bis 
zu integrieren, nach r t von JB bis B l , wenn 2? 
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die Badien der die Masse begrenzenden Kugeln sind. Da fc 
rnir von ^ abhangt, nicht aber von ^ und q^, so folgt: 

#1 

(17) 7 = 4^^(^=0!. 

<> 

Fur den Fall, dafi Jfc konstant ist, ergibt sich: 
(17a) F-c 1 = 2^fc(JB|^JB). 

Fur den Fall des konstanten Jfc ist ferner: 



also das Potential eines aufieren Punktes: 



Kapitel 5. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten raumlicher 
Massen fiir Punkte, die der Masse angehoren. 

a) ErlSuterung an dem Fall einer homogenen 
Kugel. 

Wir lassen jetzt die bisher stets gemachte Voraus- 
setzung, dafi der angezogene Punkt von der anziehenden 
Masse raumlich getrennt sei, fallen und untersueten, ob 
und wieweit die bisherigen Eesultate noch giiltig sind, 
wenn der angezogene Punkt mit einem Punkte der an- 
ziehenden Masse zusammenfallt. Fur anziehende diskrete 
Punkte verlieren allerdings alle Formeln ihren Sinn, wenn 
der angezogene Punkt in einen anziehenden Massenpunkt 
fallt, Denn in dem Ausdruck (BJ, S. 29, fur V wird dann 
einer der N" enner = , wahrend der Zahler von ver- 
schieden ist, also wird V = oo . Dasselbe gilt auch von 
den Anziehungskomponenten, fur die ja die Formel gilt: 



Der Faktor - ^" ^ druckt den Kosinus eines Winkels aus, 

Qn 
sein absoluter Wert ist kleiner als 1 und bleibt < 1 , auch 
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wenn sich der angezogene Punkt einem anziehenden Punkte 
beliebig nahert, dagegeu wird Q\ dalbei immer kleiner, 
\Z\ immer grofier und schlieBlich unendlich groB. 

Anders verhalt sich die Sache bei einer in einem 
Baume oder auf einer Flache kontinuierlicli ausgebreiteten 
Masse, da Mer das Potential nicht durch eine endliche 
Summe, sondern durch ein bestimmtes Integral ausgedruckt 
wird; denn ein bestimmtes Integral kann unter Umstan- 
den auch dann noch einen endliclien Wert haben, wenn 
die zu integrierende Funktion innerhalb des Integrations- 
intervaUes oder an den Grenzen unendlicli wird. Beim 
Potential und den Anziehungskomponenten kontinuier- 
liclier Massen ist daher die Mogliohkeit, daS sie auch fiir 
Punkte der Masse endlich bleiben, nicht von yornherein 
ausgescMossen. Ihr Verhalten in diesem Falle bedarf 
aber einer eingehenden Untersuchung, bei der die Falle 
der drei-, zwei- oder eindimensionalen Massen getrennt zu 
behandeln sind. 

Der aUgemeinen Untersuchung schioken wir die Br- 
orterung eines speziellen Falles voraus. Wir fragen: welche 
Werte nehmen das Potential und die Anziehungskomponenten 

einer homogenen Kugel an, wenn 
der angezogene Punkt der anzielien- 
den Masse angehort? Zur Beant- 
wortung de/;Frage verfahren wir 
folgendermafien. Ist B der Eadius 
der Kugel und hat der angezogene 
Punkt A vom Kugelmittelpunkte 
den Abstand r < J2, so konstruieren 
wir zwei zu der Kugel R konzen- 
trisclie Kugeln mit den Badien 
ix. r + e und r e' , wo e und , 

kleine GroBen sind, und abstra- 

hieren zunachst von dem zwischen diesen Hilfekugeln lie- 
genden Teil der anziehenden Masse. Nach Ausschlufi dieses 
Teiles besteht die anziehende Masse aus zwei Teilen, 1. einer 
von den konzentrisctien Kugeln R und r + e begrenzten 
homogenen Kugelschale, 2. einer homogenen Vollkugel vom 
Badius r e' , beide von gleieher Dichtigkeit 7c. Die Po- 
tentiale dieser beiden Teile, V 1 und F 2 , sind, da A weder 
der Masse des einen, noch des anderen Teils angehort, viel- 
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mehr fur beide ein aufierer Punkt 1st, nach den Formeln 
(17 a) und (16a), 8. 47: 



(1) _ 4 jti(r a 7 )' 

a ~ 3" ; ; 

und das Gesamtpotential beider Teile in bezug auf A ist: 

(2) 7-7! + 7 f . 

Lassen wir jetzt s und e' immer mehr der Null, also die 
den Punkt A ausschliefienden Hilfskugelflachen immer mehr 
diesem Punkte sich nahern, so erhalten wir schlieBlieh das 
Potential der Vollkugel fiir den inneren Punkt A , Be- 
zeichnen wir dieses mit 7<, so ist also: 

f V, 

(3) { 
[ 

Das Potential hat also in diesem Falle auch fiir Punkte 
der Masse einen endliehen Wert, und zwar ist derselbe 
fiir r = , d. h. im Kugelmittelpunkte, ein Maximum. 

Wir wollen die analogen Untersuchungen noeh fiir 
die Anziehungskomponenten anstellen. Bind JST X und Z 2 
die X-Koinponenten der Anziehung der vorher (vor dem 
Grenziibergange) mit (1) und (2) bezeichneten Teile, so ist 
zunachst: 

(4) -T^O, 

da eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte homo- 
gene Schale auf einen Punkt des inneren Hohlraumes keine 
Anziehung ausiibt. Da man ferner die Anziehung einer 
homogenen Vollkugel auf einen aufleren Punkt dadurch 
ersetzen kann, da6 man die ganze Masse M im Mittel- 
punkte konzentriort, so ist: 

w x - Mx 

(O) A.% -g- , 

oder da: 

M = ^7zfc(r~-e / ) s 
ist, 
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Piir den Grenzfall e = , fi' = folgfc daraus: 

(6) Zi = lim(Z 1 + Z f ) = -* fc , 

und analog: 

(6a) r t = J-jrfcy , #<= I* 1 ** 

Die Anziehungskomponenten behalten daher fiir Punkte 
der Masse ebenfalls endliehe Werte. Beaeliten wir noch, 
dafi in (3): 

r 2 = & + y* -f 0* , 

J2 aber konstant 1st, so sehen wir, dafi: 



Auch fiir Punkte der Masse sind die Anziehungskomponenten 
die partiellen Ableitungen des Potentials nach den Ko- 
ordinaten des angezogenen Punktes. 

Wir wollen noch die Formeln (3), (6) mit denen ver- 
gleiclien, die wir Mixer fur Punkte aufierfcalb der an- 
zielienden Masse gefunden batten. 1st V a das Potential, 
X a die Z-Komponente der Anziehung ftir einen auBeren 
Punkt, so ist nach (16 a), S. 47: 

... 4 nTtR* dV 4 



V a und Z a andern sich also nach ganz anderen Gesetzen 
als V % und Z t . Lassen wir aber den angezogenen Punkt 
einerseits ron innen, andererseits von auBen sich der die 
Masse begrenzenden Kugelflache B nab era, suclien wir 
also die Grenzwerte, die unsere Ausdrucke ftir r = R an- 
nehmen, so sehen wir 

, Hm7 tt 
(9) 



r-R 



Das Potential sowohl, als die Anziehungskomponenten sind 
also sowohl auBerhalb der anriehenden Masse, als inner- 
halb derselben endliche, kontinuierliche Funktionen der 
Koordinaten des angezogenen Punktes. Diese Funktionen 
sind fur aufiere und innere Punkte ganz verschiedene, an 
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der Grenzflache der Masse aber schliefien sich die AuBen- 
werte den Innenwerten kontinuierlich. an. 

TJntersuclien wir nocli das Verhalten der zweiten 
Differentialquotienten. Nach (6) und (7) ist 



also 
(10) 



Andererseits folgt aus (8): 

4 ^fcJZB [ a*] 

~ ~^~ L 1 "" T^J ' 



Fur den Grenzfall r *= E ist dalier im allgemeinen 
(12) 

X ^ 



Die zweiten Differentialquotienten des Potentials sind 
also zwar im ganzen AuBen- und im ganzen Innenraum 
kontinuierlich, andern sich aber beim Ubergang von dem 
einen zum andern diskontinuierlich. 
Ferner folgt aus (10): 



w/hrend, wie wir wissen, 
(13 a) 

ist. Fur Punkte der Masse gilt also die Laplace sche 
Differentialgleichung nicht melir, an ihre Stelle tritt die 
Gleichung (13), ein Eesultat, das zuerst yon Poisson ge- 
funden ist, weshalb (13) auch als Poisson sche Gleichung 
bezeichnet wird, 

Zusatz. Aus den Gleichungen (6) und (6 a) Iftfit sich 
der folgende Sate ableiten. 

Der Baum zwischen zwei exzentrischen Kugeln mit 
den Eadien JB und B^ , von denen die kleinere (JB X ) ganz 
innerhalb der grofieren (R) liegt, sei homogen mit Masse 
gefiillt. Wir suchen die Anziehung dieser Sohale auf einen 
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Punkt P des inneren hohlen Eaumes. Zu dem Zwecke 
denken wir uns auch diesen hohlen Eaum (d. h. das Innere 
der Kugel JBJ mit Masse von derselben Dichtigkeit ge- 
fullt, die die Schale besitzt. Dann sind die Anziehungs- 
komponenten .X, J, Z der Scliale die Differenzen der 
entsprechenden Anziehungskomponenten der Vollkugeln H 
und B 1 3 also nacli (6) und (6 a) : 



Darin sind a? , y , z die Koordinaten von P fur em recht- 
winkliges System, dessen Anfangspunkt der Mttelpunkt M 
der Kugel B ist, wahrend #', y' 9 &' die Koordinaten von 
P in eineni System rait parallelen Achsen sind, dessen 
Anfangspunkt der Mittelpunkt M l der Kugel t ist. Legen 
wir die Koordinatensysteme so, dafi die Aehsen x und x f 
in die Zentrale MM l fallen und die positiven Aehsen 
von M nach M^ "hin gericlitet sind, wahrend die Aehsen y 
und y' parallel sind, ebenso z und a/, so ist 



wo c die Lange der Zentrale MM^ bezeiclmet. Soiriit 
wird 



Das sind die Komponenten einer Kraft von der konstanten 
GroBe |- JT fc c , die die Eichtung der negativen #-Achse hat, 
Wir haben damit den 

Satz: Die Anziehung, welche eine von zwei ex- 
zentrischen Kugeln begrenzte homogene Schale auf 
eineE Punkt des inneren hohlen Eaumes ausflbt, hat 
konsfcante Gr6Be und Eichtung. 

b) Allgemeiner Jfachweis der Endlichkeit des 
Potentials und der Anziehungskomponenten fur 
Punkte der Masse. 

Urn den angezogenen Punkt A , der zunachst irgend- 
wo innerhalb der anziehenden Masse liege, beschreibe man 
eine Kugelflftche mit clem kleinen Radius d , betrachte die 
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Anziehung, welche der auBerhalb dieser kleinen Kugel 

liegende Teil der Masse auf A 

ausubt, und untersuche dann, was 

aus den Ausdrucken fiir das Poten- 

tial und die Anziehungskomponen- 

ten wird, wenn d sich beliebig dem 

Werte Null nahert. Fiihrt man 

statt der rechtwinkligen Koordi- 

naten raumliche Polarkoordinaten 

ein, mit A als Anfangspunkt und 

einer durch A zur a? -Ach.se ge- 

zogenen Parallelen als Polaraehse, 

so sind die rechtwinkligen Ko- 

ordinaten eines beliebigen Punktes der anziehenden Masse : 






falls co , y , & die rechtwinkligen Koordinaten von A sind, 
Q der Abstand des Punktes f , v\ , f von A . Das Volumen- 
element der anziehenden Masse ist dann 




Fig. 12. 



(14 a) 
und somit 



dv g 3 d,Q sini? dft d<p 



rrr 



und da die Integration uber das von der Masse einge- 
nommene Volumen, mit AusschluB des Inneren der Ku- 
gel d , zu erstrecken ist, so sind, falls zuerst nach Q inte- 
griert wird, die Grenzen Q = d und Q == Q I , unter Q I den 
Abstand eines beliebigen Punktes der Grenzflache des 
Korpers von A verstanden. Die Grenzen fiir $ und <p 
Rind, da nach der Voraussetzung A ganz von der Rorper- 
masse umschlossen wird, und n , resp. und 2 n . Das 
innere Integral ist 



(15 a) 



Q 



unter dem Integral steht daher, da k eine uberall end- 
liche Funktion der Koordinaten ist, eine Punktion, die 
auch f iir Q == endlich ist, d, h, auch beim tJbergang zu 



54 L &s Potential und seine charakteristischen Eigenschaften. 

<5 = befcalt das Integral (15 a) und dalier der Ausdruek (15) 
fur 7 einen endlichen Wert. 

Pur den Fall, daB der Punkt J. nicM im Innern der 
anziehenden Masse liegt, sondern auf der Grenzflache, ist 
die vorstehende Argumentation dahin zu modifizieren, dafi 
man die 0-Achse mit der inneren Flacliennormale des 
Punktes A zusammenfallen ISfit und die Integration naeh 
$ von bis -J-w, statt von bis TT, erstreckt. V bleibt 
aueli in diesem Falle endlich. 

Durcli die Substitution (14) und (14 a) erlialt man 
ferner fur die .X-Komponente der Anziehung: 



Das Integral nach Q ist hier 



(16 a) 

und dies bleibt fur <5 = ebenfalls endlich , mithin aucli 
X und ebenso T und Z. 

Zusatz. Um die TImgebung des Punktes A zunachst 
vom Integrationsgebiet auszusclxlieJBen, ist Mer eine urn A 
bescMebene Kugelflaclie gewahlt. Man hatte an deren 
Stelle eine beliebige andere geschlossene Fl&che nehmen 
konnen; dann wiirde d die (mit der Eiehtung verander- 
liche) Verbindungslinie des Punktes A mit einem Punkte 
jener Flaclie bezeichnen. Beim Grenzubergang wird auch 
Her 5 = 0, das Eesultat bleibt dasselbe, ist also unab- 
hangig von der besonderen Fatur der AbschlieBungs- 
flaclie. 

c) Aucli fur Punkte der Masse gelten die Glei- 
chungen (A), 8. 28. 

Durcli unsere Transformation haben die Ausdrucke 
fiir X und V Formen angenommen, die nicht mehr den 
Zusamnienliang zwischen V und X erkennen lassen* Der 
Grund dafur liegt darin, dafi dem angezogenen Punkte 
dadurch, daB er zum Anfangspunkte der Polarkoordinaten 
gemacht ist, eine feste Lage gegeben ist; beim Differen- 
tiieren nach , y , $ aber ist der Punkt als veranderlich 
anzusehen. Um zu zeigen, dafi auch. noch fur Punkte 
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der Masse die Gleichungen (A), S. 28 gelten, kann man 
f olgcndermafien verfaliren : 

Man berechne den Wert des Potentials V nicht fiir 
den Pnnkt A , den Anfangspunkt der Polarkoordinaten, 
sondern Mr einen veranderlichen Punkt A 1 (% , y l , %) , 
der aber innerhalb der urn A mit dem Eadius d be- 
schriebenen Kugel liegt. Handelt es sich. um die Unter- 
sucliung der X-Komponente, so brauclit man nur die 
.r-Koordinate von (AJ als veranderlici. anznnelimen, kann 
also i/i y und ^ - z setzen. Dann gilt fiir V(A 1 ) , 
d. h. das Potential im Punkte A l , die Gleichung 



wo 



ist. Ftilirt man wieder ranmliclie Polarkoordinaten mittels 
der Gleichungen (14), (14 a) ein, so wird 



+ (o cos?/ -I- oo (x/t )^ 
\U, I 1/7 

dalier 

(I5b) 

wobei die Grenzen Mr Q , -^ , 99 dieselben sind wie oben. 
Differentiiert man (15 b) naeh L , so folgt: 

(15 c) 



+( e cos^ + a? fl 1 

und nimmt jetzt die Veranderliche ^ den Wert a? an, so 
gcht V(A L ) in 7(^L) F fiber, und 



\ 3% Ar^^ 

37 

a tollt den Wert dar, den -%- im J, annimmt. Anderer- 

dcs 

seits gelit Mr x~ w 1 die rechte Seite von (15 c) in den 
Ausdruck (16) fiir X tiber, tnitMn ist auch fiir Punkte der 

Masse nT7 

BV 

A = "A 
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d) Kontinuitat des Potentials und seiner ersten 
Ableitungen fur Punkte der Masse. 

Zur Yorbereitung betrachten wir die uber das Volumen 
einer beliebigen Kugel erstreckten Integrale: 



in denen Q den Abstand des Yolumenelements dv von 
einem festen Punkte A innerhalb der Kugel bedeutet. Den 
Wert von J konnen wir sofort angeben, da J a das Po- 
tential einer homogenen Kugel, deren Dichtigkeit % = 1 
ist, fur einen Punkt der Masse darsteUt. Nach Gleichung(S), 
S. 49, ist also: 
(17a) Jj -= 2 rc(!Z 8 - J-r 8 ), 

falls R der Kugelradius ist, r der Abstand des Puukles A 
voin^Kugelmittelpunkte. 

Urn J 2 zu ermitteln, machen wir A zum Anfangs- 
punkte eines Systems von Polarkoordinaten, so wird, da Q 
den Abstand eines Yolumenelemen- 
tes von A bezeichnet: 




und 
(17b) J 2 

Die Grenzen der Integration nach Q 
sind Q as und Q = ^ , falls g t den 
Abstand des Punktes A von einem 
Punkte B l der Kugeloberflache^be- 
zeichnet. Ist M der Mittelpunkt 
der Kugel, ist^ferner MA~r , 
und wird die Linie AM zur Achse* .der Polarkoordi- 
naten genommen, so sind in dem Dreieck MAB^ die drei 
Seiten MA = r , AB 1 = Q I und BM = E , und der 
Winkel ^AM ist =*, daher: 



woraus : 

(18) & = y cosi? + y5" 2 

folgt. * (Die zweite Wurzel der quadratischen Gleichung 
fur Q I wird negativ, und Q t ist stets positiv.) Puhrt man 
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in (17b) die Integration nach Q aus, so erhalt man also, 
da nach $ von bis n 9 nach cp von bis 2n zu in- 
tegrieren ist: 



6 6 

3t 

-2JVl 



Hierin ist: 

;JB, 



daher, da sin^' innerhalb der Integrationsgrenzen positiv ist: 

7t 

(17 d) J 2 <2nR$\n&d'd> , d. h. J 2 



H"ach diesen Vorbereitungen betrachten wir zwei selir 
nahe Punkte A , A' der Masse und konstruieren eine Kugel 
mit dem Mittelpunkte M nnd dem sehr kleinen Eadius <5 
derart, daB A und A! beide innerhalb der Kugel liegen. 
Dureh die Kugelflache d wird die anzieliende Masse in zwei 
Teile zerlegt, den Teil I auBerhalb, den Teil II innerhalb 
der Kugel d . Dementsprechend zerfallt das Gesamtpoten- 
tial V der Masse fur die Punkte A und A' in zwei Teile: 

V - Vj + V n 

In bezug auf den Teil I sind A und A! auBere Punkte, 
Vi andert sich daher kontinuierlich beim tJbergang von A 
nach A'. Ferner ist: 



wobei die Integration uber das Innere der Kugel <5 zu er- 
strecken ist. Setzen wir hierin statt des vernderlichen Jfc 
den groBten absoluten Wert K , den fc innerhalb der Kugel 
annehmen kann, so wird: 



[nach (17 a)], also sicher: 

\V n \ 
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1st nun der Abstand der Punkte A und A' unendlich klein, 
so kann man d unendlich klein von derselben Ordnung 
nehmen, V u wird also fur A und fur .A' unendlich klein von 
der Ordnung <5 2 , also wird auch die Anderung von V n beim 
tlbergang von A nach A f unendlich klein von hochstens 
derselben Ordnung; mithin ist die Gesamtanderung von F 
bei diesem tJbergang unendlich klein, d. h. F andert sich 
kontinuierlich. 

Fiir die X-Komponente haben wir entspreehend : 

und zwar ist: 

Zj/ = 



wobei die Integration iiber das Innere der Kugel <5 zu er- 
A ^ 

strecken ist. ist als Kosinus des Winkels, den Q 

Q 

mit der #-Achse bildet, absolut genommen, kleiner als 1 . 
Setzen wir dafiir 1 und zugleich an Stelle von fc wieder 
seinen absolut grofiten Wert, so wird: 



[nach (17d)]. X n wird also fiir A und JCiir A f znit <5 unend- 
licli klein von gleicher Ordnung; dasselbe gilt von der 
Anderung von Z n beim tJbergange von A nach J.% und 
JTj andert sich bei diesem tJbergange unendlich wenig, da 
A und A / in bezug auf den Teil I aufiere Punkte sind. 
Mitliin andert sich auch X fiir Punkte der Masse konti- 
nuierlich. 

Die vorstehende Argumentation, die voraussetzte, dafi 
A und A' innerhalb der anziehenden Masse lagen, lafit 
sich leicht auf den Fall tibertragen, daB die Punkle A 
und A' der Oberflache der Masse unendlich nahe liegeri ? 
und zwar A innerhalb, A' aufierhalb. Konstruieren wir 
auch hier eine die Punkte A und A' urnschliefiende Kugel 
vom Radius d , so tritt gegen vorher nur der Unterschied 
ein, daB der mit 17 bezeichnete Teil der Masse nicht das 
ganze Innere der Kugel d einnimmt, sondern nur oinen 
Teil des Kugelvolumens. Die vorher mit J 1 und J g be- 
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zeichneten Integrate sind dalier nieht fiber eine voile Kugel 
zu erstrecken, sondern nur uber einen Teil derselben; die 
absoluten Integralwerte werden dadurcli noch kleiner als 
vorher, und die Eelationen: 

X n \ 



gelten erst recht. Es bleiben also alle daraus gezogenen 

Schliisse bestehen. Wir haben somit den 

Satz: Das Potential und seine ersten Ableitungen, 
die Anziehungskomponenten, andern sicli sowoM fur 
Punkte der Masse, als beim tTbergange von diesen 
zu auJSeren Punkten kontinuierlicli. 

Kapitel 6. 
Die zweiten Ableitungen des Potentials fiir Punkte der 



a) Die Metliode des Kap. 5 versagt hier. 

Wird, wie in Kap. 5, um den angezogenen Punkt A 
(so , y , &) eine Kngel vom Eadius d beschrieben, der inner- 
halb dieser Kugel liegende Teil der Masse zunachst aus- 
gescblossen, dann der Wert von V nicht fiir den Punkt A , 
sondern fiir den Punkt A 1 mit den Koordinaten x 1 , y , z 
berechnet, so wird V(A 1 ) durch die Pormel (15 b), S. 55, 
seine Ableitung nach ^ durch (15 c) bestimmt. Differen- 
tiiert man (15 c) nochmals naeh # 1? so folgt: 



4. 



(/e 2 sin 2 & + (Q cos??' + a - 
Setzt man liierin 0^ = 0, so wird: 



, 






e 

Die Grenzen des inneren Integrals sind Q = 8 und Q ** g^ 

527 
und um den Wert von -*-= im Punkte JL zu erhalten, 

C/03 J 
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muB man den Grenzwert des Integrals fiir (5 = suclien. 
ETun 1st: 




logarithmisch unendlicli. Wegen des Faktors (1 + 3 cos 2 #) , 
der, da $ von bis n variiert, 'teils positiv, teils negativ 



1st, stellt also der Ausdruck von . \ v fur ^ = 

d = eine Summe von Gliedern dar, die unendlich groB, 
aber teils positiv, teils negativ sind, d. h. nnsere Trans- 

formation fuhrt auf einen unbestimmten Ausdruck fiir 

dV 
Die Umformung, die fur 7 und -y- zum Ziele ftihrte, ver- 

sagt hier also. Zur Untersuchung der zweiten Ableitungen 
von F, deren Verhalten wir in dem speziellen Falle einer 
homogenen Kugel fruher kennen gelernt haben, mufi daher 
ein anderer Weg eingeschlagen werden. 

b) Die GauBschen Hilfssatze*). 

Der Untersuchung der zweiten Ableitungen des Po- 
tentials fiir innere Punkte scMcken wir zwei Hilfssatee 
voraus, die auch spater vielfach anzuwenden sein werden. 

I. Sind f und <p zwei Funktionen von f , r\ , f , 
die innerhalb eines endlielien Baumes T iiberall end- 
lich, stetig und einwertig sind und bestimmte endliche 
erste Ableitungen besitzen, so ist: 

(I) ffff ^j dv = fff<p cos(JV, f) do -fffjg V ** , 

wobei die dreifachen Integrate uber das Volumen von 2 T , 
das Doppelintegral uber die Oberflache von T zu erstreeken 
sind; (J8T, ^) ist dabei der Winkel, den die positive Bichtung 

*) Obwohl GauJ6 die hier zu beweisenden Satze nicht all- 
gemein ausgesprochen, sondern nur spezielle Falle derselben ab- 
geleitet hat, ist die Benennung der Satze nach GauB doch gerecht- 
fertigt, da von ihm die Methode der Ableitungherrtihrt; vgl. GauB' 
Abhandlung tiber die Anziehung der Ellipsoide, Commentationes 
Soo. reg. scient. Gottingensis, Vol. II, 1813. 



ELap. 6. Zweite Ableitungen des Potentials ftir Massenpunkte. 61 

der f-Achse mit der aufieren Normale des Integrations- 
raumes bildet. 

Beweis. Ersetzen wir in dem linksstehenden Integral 
dv duroli d^dtjd'C und nehmen die Integration nach als 
innere, so heifit das: es soil zunachst uber die Volumen- 
elemente integriert werden, die langs einer Parallele zur 
f-Achse liegen. Die Grenzen von | bestimmen sich durch 
die Werte, die an den Stellen annimmt, in denen jene 
Parallele in T eintritt und austritt. Die in Eede stehende 
Parallele kann die Oberflaclie von T in zwei, vier, sechs Oder 
mehr Punkten schneiden; die Zahl der Schnittpunkte ist, 
da der Eanm T ein endlicher ist, stets gerade. Nehmen wir 




Fig. 14. 

z. B. an, der Eaum T habe eine schalenformige Gestalt, 
sei also von zwei Flftchen F 1 , F% begrenzt, von denen die 
erstere die zweite ganz umschliefit, iind F l habe auBer- 
dem eine Einbiegung, so wird eine Parallele zur Achse f 
die Oberflache von T in zwei oder vier oder sechs Punkten 
treffen. Pur den Fall von sechs Schnittpunkten haben wir 
drei Eintrittspunkte B 1 , J5 3 , J5 5 und drei Austrittspunkte 
JB 2 , J5 4 , BQ . Bezeichnen wir die f -Koordinaten dieser 
Punkte durch die entsprechenden Indizes, so ist nach 
zu integrieren von f t bis 2 , ferner von 3 bis f 4 , end- 
lich von 5 bis f a . Somit ist: 
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und fiir Parallele, die nur viermal treffen, fallt das letzte 
Integral reclits, fur Parallele, die nur zweimal treffen, fallen 
die beiden letzten Integrale fort. Die Grenzen fiir v\ und f 
ergeben sich aus der Projektion der auBeren Grenzflache ^ 
auf die q t-Ebene. Integriert man reclits nach teilweise, 
so folgt: 



(2) 



Darin ist (f<p)& der Wert, den ftp fur f annimmt usw. 
Ferner konnen wir, analog wie in (1): 




(2a) 




setzen, wo die Integration rechts uber den Baum T zu 
erstrecken ist. Was ferner die Doppelintegrale auf der 
rechten Seite von (2) betrifft, so konnen wir diese durcli 
ein uber die gesamte Oberflache zu erstreckendes Integral 
ersetzen. Betrachten wir namlicli ein Machenelement dr] d 
der ^f-Ebene und errichten Tiber demselben als Grund- 
flache ein rechtwinkliges Parallelepipedon, so schneidet 
dasselbe an den Stellen B 1 , J5 2 , . . . aus der Grenzflache 
von T je ein Hachenelement aus, do 1 in B 1 , do 2 in B 2 , . . . , 
und das betrachtete Element d?)d ist sowohl die Pro- 
jektion von do ly als von do 2 usw. auf die ^f-Ebene. 
Zwischen einer Flache do und ihrer Projektion dy d be- 
steht aber die Eelation 



do cos(5o , y f) , 

wo (do, if den spitzen Winkel zwischen do und der 
?;f-Ebene bezeichnet, und dieser ist gleich dem spitzen 
Winkel zwischen der f -Aohse und der BTormale von do . 
TJm diesen Winkel unzweideutig zu bezeichnen, nennen 
wir (N, f) denjenigen Winkel, welchen die positive Rich- 
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tung der f -Achse mit der (in bezug auf den Integrations- 
raum) naeh auBen geriehteten Formale bildet, und geben, 
je nachdem es sick um die Stelle B l , B 2 , J3 3 , . . . handelt, 
der Normale N den Index 1,2,3,... Dann ist un- 
mittelbar ersiehtlich, dafi bei jedem Eintritt in den Inte- 
grationsraum die Parallele zux positiven f-Achse mit der 
auBeren Sormale einen stumpfen, bei jedem Austritt einen 
spitzen Winkel bildet. Es ist also der spitze Winkel 
zwischen der Normale und der -Achse 1. an den 
Stellen B i , B B , J3 5 , ... resp. n (N l9 S) 9 n (N* , I) , 
n (Ns 9 !;) 9 . . . , 2. dagegen an den Stellen B 2 , B 4 , ... 
(N 2 , |) , (JV 4 , f) , . . . Somit haben wir: 



= dOi cos[)r (^ , f)] oder 

= d!o 2 cos(jy" 2 , f) = +do 2 008(^2 , |) , 

= do B cos[^ - (F 3 , 1)] = -dot eos(^ 3 , f) , 



Wenn wir nun in dem Doppelintegral auf der rechten^ 
Seite von (2) ctydf an der Stelle ^ durch do 1 eo^(N 1 ^ ), 
an der Stelle { 2 durch. +do s coB(N t1 f), ... ersetzen, so 
erhalten wir: 



008(^3, ) + } 

Da links iiber die Flache der y f-Ebeae zu integrieren 
ist, die sich durch die Projektion der auBeren Grenzflache 
von T auf die ??f-Ebene ergibt, und da man, wenn man 
zu jedem Element dyd des Integrationsgebietes die zu- 
gehorigen do^, do% , do$ , ... nimrnt, alle Elemente der 
Gesamtoberflache von T erlialt, so kann man das Integral 
auf der rechten Seite von (3) kurz so schreiben: 

(3 a) fff<pooB(N, Qdo, 

wobei die Integration uber die gesamte Oberflache des 
Integrationsraumes zu erstrecken ist. Mittels der Glei- 
chungen (2 a), (3), (3 a) geht die Gleicliung (2) unmittelbar 
in die zu beweisende Gleicliung (I) uber. 
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Die Argumentation gilt fur jeden endlichen Inte- 
grationsraum F, welches auch die Gestalt seiner Grenz- 
flachen ist. 

Z us at z. In derselben Weise ergeben sich zwei zu (I) 
analoge Gleichungen, die man erhalt, wenn man in (I) 
f mit v\ , resp. f vertauscht. 

Folgerungen. Pur den Tall f=--l geht die Glei- 
chung (I) in folgende iiber: 



und aus dieser wiederum ergeben sich, indem man cp =1, 
resp. y=f setzt, die beiden Gaufischen Satze: 

1. Das fiber die ganze Oberflache eines Korpers 
erstreckte Integral 

//ooB(2T, Qdo 

hat den Wert ITtOl. 

2. Das Volumen eines Korpers wird durch das 
tber die ganze Oberflacbe erstreckte Integral 



ausgedruckt. 

Der Satz 1 liefie sich iibrigens noch erweitern, wenn 
man <p niclit = 1 5 sondern gleich einer willkiirlichen 
Funktion yon y und f setzt, die aber f nicht enthalt. 
Es ist also 



II. Es seien f und cp wieder zwei Punktionen, die 
innerhalb eines endlichen Eaumes T uberall endlich, stetig 
und einwertig sind und je eine bestimmte endliche Ab- 
leitung nach Q besitzen. Es bezeichne ferner Q den Ab- 
stand eines Punktes von T von dem f esten Punkte . 
Wir betrachten das fiber T erstreckte Integral 

(5) J 

und unterscheideu dabei drei Palle: a) der feste Punkt 
liegt aufierhalb des Baumes I 9 f) liegt innerhalb T, 
7) liegt auf der OberflSche von T. 
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In alien Fallen f uhren wir raumliche Polarkoordinaten 
mit als Anfangspunkt ein. Das Volximenelement von T 
1st dann 
(5 a) dv = 



und in dem dreifachen Integral (5) nelimen wir die Inte- 
gration nach @ als innere. 

Pall of). Liegt auBerhalb T, so schneide ein be- 
liebiger von aus gezogener Eadius die Grenzflache von T 
in B l und JB 2 (der Binfachheit halber nehmen wir vor- 
laufig an, dafi nur zwei Schnitt- 
punkte existieren), und $ 19 Q% 
seien die Werte, die Q in J5 X , B 2 
annimmt. Dann wird 





= dco ist ferner das 
Flaclienelement einer um be- 
schriebenen Kugel vom Ea- 
dius 1, und die Grenzen in Fig. 15. 

bezug auf $, 99 werden durch 

den Teil der in Eede stehenden Kugetflache bestimmt, der 
aus dieser durch den von an die Oberflaclie von T ge- 
legten Tangentialkegel ausgeschnitten wird. Durch teil- 
weise Integration folgt 




Entsprechend (5) konneix wir das dreifaclie Integral auf 
der rechten Seite von (7) so sckreiben: 




Das in (7) auftretende Doppelintegral laBt sicli duroh 
ein uber die Oberflache von T erstrecktes Integral aus- 
driicken. Trifft der Badius OB^B^ die urn bescliriebene 

Wander in, Theone des Potentials I. 5 
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Einlieitskugel in B und 1st d(o das bei B liegende Flachen- 
element dieser Kugel, so verbinden wir alle Punkte des 
Umfangs yon dco mit 0; dadurch entsteht eine Kegel- 
flache (in weiterem Sinne), die (eyentuell verlangert) aus 
der Oberflache yon T in B t das Flachenelement do l; in 
JB 2 das Flachenelement do% ausschneidet. Wir beschreiben 
ferner um mit den Eadien OB$ = Q% und OB 1 = Q 
Hilfskugeln, aus denen jener Kegel die Flachenelemente 
do> 2 , resp. da*! ausschneiden moge. Da 5o> 2 , d^ und dco 
entsprechende Stucke konzentrisclier Kugelflachen sind, so 
yerhalten sie sich wie die Quadrate der Eadien, d. h. es ist 

(8) da> z =Q%da>, d^ = $$(. 

Perner konnen wir, da alle durch den Umfang von do% 
gehenden Kugelradien auch durch den Umfang yon da> 2 
gehen und auf dco 2 senkrecht stehen, dco 2 als Projektion 
yon do% anseten. Dater ist 

dco 2 = do% cos(d!o 2 , dco 2 ) , 

wo (do 2 , 5ct) 2 ) den spitzen Winkel zwischen beiden Ele- 
menten bezeichnet, und dieser spitze Winkel ist gleich 
demjenigen Winkel (jy a , g^) , den die aufiere Plachen- 
normale von do% mit der Eichtung des waetsenden Q 
(d. IL. also mit der Bichtung von nach B 2 Mn) bildet, also 

(9) dco 2 = do 2 cos^ , Q 2 ) 

Eine ahnliche Bezieliung findet auch zwischen dco^ und do t 
statt; nur ist zu beachten, daB an der Eintrittsstelle B 
die Bichtung des wacbsenden Q mit der aufleren Piachen- 
normale N^ einen stumpfen Winkel bildet, dafi dort also 

(9 a) dco^ = doi cos[rc (JVj , ^)] = do i 



Mittels (8), (9), (9 a) konnen wir dco sowohl durch 
als dureh (Zoj ausdriicken: 



(10) da>= 2 2 ' -i ly ft) 



el el 



Ersetzexi wir in dem Doppelintegral auf der rechten Seite 
von (7) dco einmal durch den einen, das andere Mai durch 
den zweiten dieser Werte, so erhalten wir 
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(ii) 



cos(F 2 



and da den samtlichen in Betracht kommenden Flaehen- 
elementen dot der Binheitskugel die samtlichen Flachen- 
elemente do der Oberflache von I entsprechen, so stellt 
die rechte Seite von (11) ein tiber die ganze Oberflache 
von T erstrecktes Integral dar, das wir kurz so schreiben: 



(lla) 



JJrv- 



do 



Wir haben daher fiir den Fall ^x), wo aufierhalb dea 
Integrationsraumes liegt ? das Besultat: 



wo die dreifachen Integrale tiber das 
Volumen, das Doppelintegral tiber die 
Oberflaclie von T zu erstrecken sind. 
2Jusatz. DaB das Eesnltat ancli 
richtig bleibt, wenn die von aus ge- 
zogenen Eadien Oder ein Teil derselben 
die Oberflaclie von T in mehr als zwei 
Punkten schneiden, ergibt sich folgen- 
dermafien. Die Zahl der Schnittpunkte 
muB stets eine gerade sein; ist sie z. B. 4, so tritt an 
Stelle der Gleiclmng (6) die folgende: 




16 




Zu den GleicMngen (10) kommen ferner noch die folgenden 
hinzu 



A 



A 



5* 
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und die beiden Seiten von (11) haben vier statt zweier 

Summanden. Ausdruck (11 a) aber bleibt ungeandert, da 

sicli hier erst aus den vier Summanden samtliche Ober- 

flachenelemente von T ergeben. 

1st das Integrationsgebiet T schalenformig, so kann 

natiirlicli auch dem inneren hohlen Eaume angehoren. 

Pall /?) Liegt im Innern 
von T, so tritt nur die Ande- 
rung ein, dafi der Wert Q = , 
der vorher aufierhalb des Inte- 
grationsgebietes lag, jetzt depa- 
selben angehort, daB infolge- 
dessen die untere Grenze von Q 
Null 1st, die obere der Wert Q I , 
Fig. 17. der dem Punkte B l angeMrt, 

in dem irgend ein Badius die 

Oberflaehe von T schneidet. An Stelle der Gleichung (6) 

haben wir daher: 





Perner erstreckt sich. die Integration nach d, <p xiber die 
ganze Oberflaehe der urn mit dem Eadius 1 besctriebenen 
KugeL Die teilweise Integration ergibt hier: 



(7j8) J 



ffdco {- 

J J 



(f <p) + 




ISTun ist ZTI beachten, daB (f<p) den Wert von f*cp im 
Punkte bezeichnet, und dieser ist fur alle dco derselbe. 
An der Stelle JE^ ferner ist, da B 1 hier eine Austritts- 
stelle von Q bezeichnet, 



dco 



Somit wird 



J=- 
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Das Integral 

ffdco 

stellt die Oberflache der um mit dem Eadius 1 be- 
sehriebenen Kugel dar, 1st also = 4 n . Die samtlichen do 
bilden die ganze Oberflache von T , und in dem dreifachen 

$1? 

Integral rechts kann man wieder doo'dp durch er- 

e 2 

setzen. Demnach erhalten wir, falls innerhalb des 
Integrationsraumes T liegt, das Eesultat: 



wo (f<p) Q den Wert von f<p im Punkte bezeichnet. 

Zusatz. Schneidet ein Teil der von ausgehenden 
Eadien die Oberflache von T in melir als einem Punkte, 
so kann man T durch eine Hilfsflache in zwei Teile zer- 
legen, einen Teil T 19 innerhalb dessen liegt und dessen 
Oberflache von jedem Eadius nur einmal getroffen wird, 
und einen Teil T 2 , fur den ein auBerer Punkt ist. Das 
iiber den Eaum T erstreckte Integral zerfallt dann in 
zwei Integrale, uber TI und iiber T 2 , und fiir das erste 
derselben gilt die Gleichung (IIjS), fur das weite die 
Gleichung (II a). Addiert man die so erhaltenen Glei- 
cliungen, so ist die Summe der uber T t und T 2 erstreckten 
Integrate gleich dem iiber T erstreckten; und was die 
Oberflachenintegrale betrifft, so heben die uber die Hilfe- 
flaclie erstreckten Teile derselben wegen der entgegen- 
gesetzten Normalenrichtung 
einander auf. Somit gilt - 
auch in diesem Palle die 
Gleichung (II/3). 

Fall 7). Liegt der 
Punkt auf der Oberflache 
von T, so kann man die 
Argumentation des Palles /?) 
wortlich anwenden, nur mit 
dem Unterschiede , dafi 'das 

Integral ffdto hier nicht uber die ganze Kugelflache zu 
erstrecken ist, sondern nur uber eine Halbkugel. Denn 
die von aus nach anderen Punkten der OberflSche von T 
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gezogenen Eadien treffen von der um beschriebenen 
Einheitskugel nur die Punkte derjenigen Halbkugel, die 
begrenzt wild von der in an die Oberflache von T 
gelegten Tangentialebene, vorausgesetzt, daB jeder dieser 
Eadien die Oberflache von T auBer in nur einmal 
sclmeidet. Im Falie y) erhalten wir somit dasselbe Besultat 
me im Palle /?), nur daB im letzten Summanden rechts 
in (II/?) kn durch 2n zu ersetzen ist. 

Bind weitere Schnittpunkte vorhanden, so ist dieselbe 
tTberlegung anzuwenden, wie im Znsatz zu Fall /?). 

Die Besultate der drei FaUe konnen folgendermaBen 
zusammengefaBt werden: 

Unter den obigen Voraussetzungen fiber /*, <p 
(s. S. 64) gilt fiir irgend einen endlichen Baum, 
dessen Volumenelement dv und dessen Oberflachen- 
element do ist, die Gleichung 



und zwar hat K, je nachdem der Punkt 0, von 
dem aus Q gerechnet wird, aufierhalb I 7 , innerhalb T 
oder auf der Oberflache von T liegt, resp. den Wert: 

Folgerungen. Aus (II) ergeben sich mehrere inter- 

essante, zuerst von GauB ausgesprochene Folgerungen, wenn 

man f =1 setzt und der Funktion <p spezielle Werte erteilt. 

f=l, <p=l gibt den Satz: ^ 

Das fiber die gesamte Oberflache eines Korpers 

erstreckte Integral 



wird entweder = oder = 2 n Oder = 4 n , je nach- 
dem der Anfangspunkt von Q auBerhalb des Korpers 
liegt oder auf seiner Oberflache oder innerhalb des 
KSrpers liegt. 
/=!, ^ = 1-^3 gibtj da hier (<p) Q = ist, den Satss: 

Das Volumen eines Korpers ist gleich dem fiber 
die ganze Oberflache erstre'ckten Integral 
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c) Transformation der Ausdrucke fur die An- 
ziehtungskomponenten. 

Ehe wir zu unserer eigentliclien Aufgabe ubergehen, 
wenden wir den Hilfssatz I zur Transformation der An- 
ziehungskomponenten einer raumlichen Masse an; nnd 
damit die Voraussetzungen des Satzes I fiber die Endlich.- 
keit der Funktionen / und <p erfiillt sind, nehmen wir 
zunachst an, der angezogene Punkt liege auBerhalb der 
anziehenden Masse. 

Neben der im Kapitel 3 abgeleiteten Gleichung 



besteht, da eine Vertanschnng von a? nnd den Ausdruck 
von Q nicht andert, die andere: 



g-f _ (-\ 

t I t I * 

P d \ 0* / 



Daher wird fnr irgend eine anziehende ranmliche Masse 





Unter der Voranssetznng, daB k stetig ist nnd be- 
stimmte endliclie erste Ableitnngen besitzt, kann man 
auf (12) den ersten Hilfssatz anwenden, Dadurch wird 

dv **(*,& do 



nnd zwar ist das dreifache Integral iiber das von der 
anziehenden Masse eingenommene Volumen, das Doppel- 
integral nber die Oberflache der Masse zu erstrecken. 

Von dieser fur aufiere Punkte abgeleiteten Formel 
lafit sich nun zeigen, daB sie auch noch gilt, wenn der 
angezogene Punkt ein innerer ist, d. h. der anziehenden 

die 
Masse angehort, falls nur iiberall Tc stetig und ^j endlich, 

ist. Zu diesem Zweck umscMieBen wir, wie fruher, den 
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angezogenen Punkt A durch eine Kugel von dem kleinen 
Eadius 6 und bezeiehnen mit I den Teil der anziehenden 
Masse auBerhalb dieser Kugel, mit V T das Potential dieses 
Teiles. Auf 7j konnen wir die Formel (12 a) anwenden, 
da ja A der anziehenden Masse nicht angehort; nur ist 
dabei zu beachten, dafi auch die Kugelflache d zur Be- 
grenzung des Teiles I gehort, daB daher das in (12 a) auf- 
tretende Oberflaclienintegral sowohl uber die auBere Grenz- 
flache F der gesamten Masse, als uber die Kugelflache d 9 
die wir mit K bezeichnen wollen, zu erstrecken ist. Be- 
zeichnen wir das Integrationsgebiet dadurch, daB wir 
J, K, I zu dem betreffenden Integralzeichen hinzufugen, 
so haben wir also 

8Vi 




N ist dabei die Bichtung der auBeren, d. h. der der an- 
ziehenden Masse abgewendeten Iformale, also fur K die 
nach dem Innern der Kugel geriehtete l^ormale. 
In dem Integral 




fuhren wir raumliche Polarkoordinaten mit A als Anfangs- 
punkt ein, so wird 



zugleich ist an der Kugelflache K : 

e = d. 
Es wird also: 



und, wenn wir fur fccos(-&T, f) den groBten absoluten 
Wert \ setzen: 



d.h.: 

ist jedenfalls endlich, daher wird: 
Hm|J|-0. 

<5=0 
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Zugleich geht fur d der Eaum I in den ganzen mit 
Masse gefiillten Raum iiber. DaB f ur d = das dreifache 
Integral auf der rechten Seite von (12 b) einen endlichen 
Wert hat, folgt aus der sogleich nocli zu erorternden Be- 
deutung dieses Integrals. Somit geht fur d = die Glei- 
ehung (12b) in (12 a) Tiber, und diese gilt demnach auch 
fur Punkte der anziehenden Masse. 

Was die Bedeutung der in (12 a) auftretenden Integrale 
betrifft, so stellt: 



das Potential derjenigen Masse dar, die in dem gegebenen 

die 
Volumen mit der Dichtigkeit -^ ausgebreitet ist. Bnt- 

sprechend ist: ^ 



das Potential der mit Masse von der Dichtigkeit 
H = fccos(-8T, ^) belegten Begrenzungsflache F des ge- 
gebenen Volumens. Wir haben damit sowohl fur aufiere, 

dV 
als fur innere Punkte der Masse -y- dargestellt als Summe 

zweier Potentiate, eines Oberflachenpotentials und eines 
Baumpotentials : * 

(13) 1^ = W + U - 

d) Transformation der zweiten Ableitungen 
von V. DiePoissonsche Gleichung. Die Gleichung (13) 

dV 
f ur - ermoglicht die Untersuchung der zweiten Ableitungen 

von V fur Punkte der Masse. Denn da (13) sowohl fur 
auBere, als fur innere Punkte gilt, so ist fur beide auch: 



dot* ~ das die ' 

r) TT 

-3 ist als Differentialquotient eines Baumpotentials so- 

wohl fur auBere, als fur innere Punkte endlich und kon- 

d~k 
tinuierlich, vorausgesetzt, daB die Dichtigkeit, d. h. - , 
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uberall endlich ist. Fur das Flachenpotential W ist der 
angezogene Punkt, wenn er nicht gerade auf der Ober- 
flache der gegebenen Masse liegt, ein auBerer, und daher 



r 

andern sich W und -= kontinuierlich. Auf den Fall, daB 

u(X/ 

der angezogene Punkt auf der Oberflache liegt, wenden 
wir die Gleichung (14) vorlaufig nicht an, da wir das Ver- 
halten von Flachenpotentialen und ihren Ableitungen fur 
den Fall, daB der angezogene Punkt der anziehenden 
Flache augeli6rt, noch nicht kennen. Liegt also der an- 
gezogene Punkt beliebig entweder auBerhalb oder inner- 
lialb der anziehenden raumliohen Masse, nur nicht auf ihrer 
Oberflache, so sind die beiden Summanden der rechten 
Seite von (14) endlich und kontinuierlich, und das gleiche 



gilt mithin von 

6U 

Bflden wir aus (13 a) und (13 b) -^ und -^-, so er- 

erhalten wir: 



(14a) 



da* 



und diese Formel gilt sowohl fur aufiere, als fiir innere 
Punkte, mit Ausnahme von Punkten der Oberflache. Ana- 

327 327 

loge Ausdrucke ergeben sich fur yy und -^ ; man er- 

halt sie, wenn man in (14 a) f, x mit ??, y, resp. mit f , z 
vertauscht. Durch Addition der so erhaltenen Ausdrucke 
folgt: 



-//' 



- die f- 
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Zur Vereinfachung von (15) beachten wir, daB , 

y y f .3 Q 

j (jj[ e Bichtungskosinus von o sind, und zwar 

Q 6 * 

for die Bichtung vom angezogenen Punkte A naoli einem 
Massenpunkte hin. Daher ist: 

*-* - T> ,)liJL 



(16) 

r,0- 



Fuhren wir ferner raumliclie Polarkoordinaten mit A als 
Anfangspunkt ein, setzen also: 



so wird: 



daher: 



_ 
__ ^_ _ __^ _ _ 



Durch Anwendung von (16) und (16 a) gelit (15) in folgende 
Gleichung ffiber: 



Auf das dreifache Integral rechts wenden wir nun den 
Hilfesatz II (S. 70) an, indem wir in demselben ^ = 1, 
<p fc setzen, zugleich den dort mit bezeichneten Punkt, 
von dem die Eadien Q ausgehen, mit dem angezogenen 
Punkte A zusammenfallen lassen. Nach jenem Hilfssatze 
wird: 

a) Wenn A aufierhalb der anziehenden Masse, also 
auBerhalb des Integrationsraumes liegt: 

dic dv , /yfccosffi, o)do 

~ 
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und daher 

(15c) ^F fl = 0, 

wie es die Laplacesche Gleichung fordert. 

p) Liegt dagegen A innerhalb der anziehenden Masse 
(mit AusschluB der Oberfiache), so wird: 



also mrd, da (fc)p, der Wert yon It im Punkte A ist: 



Da dies fiir jeden Punkt im Innern der Masse gilt, so 
liaben wtr (mit Weglassung des Index) fiir innere Punkte 
beliebiger anziehender Massen die Poissonsche Gleichung: 



(15d) 

Die Vergleichung von (15 c) und (15 d) ergibt unmittelbar r 
daB sich AV* beim ttbergang von aufieren Punkteu 
zu Punkten der Masse diskontinuierlicli Mdert. 
Denn fur Punkte der Masse bat AV ', wie nahe der an- 
gezogene Punkt auch der Oberfiache liegen moge,. einen 
von ISTull verschiedenen Wert; fiir auBere Punkte dagegen 
ist, wie nahe dieselben auch der Oberfiache liegen, ^7 = 0. 
An der Oberfiache selbst hat demnach AV keinen be 
stimmten Wert. 

Unsere Beweisfuhrung setzte voraus, dafi die Dichtig- 
keit "k uberall im Innern der Masse eine endliche, stetige 
und differentiierbare Funktion der Stelle ist, und daB die 
ersten Ableitungen von "k uberall endlich sind. DaB fe 
stets endlich ist, liegt im Begriff der Dichtigkeit. Anders 
steht es mit den ubrigen Voraussetzungen, die durchaus 
nicht fiir jede Massenverteilung erfiillt zu sein brauchen. 
Bs laBt sich aber zeigen, daB die obigen Eesultate, ins- 
besondere die Gleichung (15d), gultig bleiben, wenn jene 
Voraussetzungen nicht fiir die ganze anziehende Masse er- 
fiillt sind, sondern nur fiir die unmittelbare Umgebung des be- 

SJc 
trachteten Punktes A . - Wird zunachst TTT in einem Punkte 

eu d ^ 

unendlich [wodurch die an -5 S. 73 gekniipften Schlusse 

CX 

ungultig werden], so umgebe man diesen Punkt mit einer 
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beliebigen AbschlieBungsflache; durch diese wird die gauze 
anziehende Masse in zwei Teile geteilt, den Teil I auBer- 
halb und den Teil II innerhalb der Flache. Die Potentiale 
beider Teile seien F z und F//, das Gesamtpotential also 

die 
7= F/+ F/j. Auf Fj konnen wir, da im Teile I -^r 

vf 

iiberall endlich ist, die obige Transformation anwenden, 
und es wird, falls A dem Teile I angehort, AV t in Jc . 
Fiir den Teil II ist A ein auBerer Punkt; es bedarf daher 



n 

der Transformation von^r nicht, vielmehr wissen wir 

o$ 

auch oline diese Transformation, dafi 7// der Laplaceschen 
Gleichung gentigt, A F// = . Somit wird fiir den Punkt A : 



Wird einer der Diff erentialquotienten von fc langs einer Linie 
oder an einer Flache F unendlieh, so hat man die Ab- 
schliefiungsflaclien nur so zu legen, da6 sie jene Linie, resp. 
jene Flaehe F ganz umseMiefien. Ganz ebenso muB man 
verfahren, wenn fc an einzelnen Stellen (Punkten, Linien 
oder Flachen) diskontinuierlieh ist. Denn an solchen 
Stellen haben die Diff erentialquotienten yon fc " keinen 
bestimmten Wert, und die bei der Beweisfuhrung be- 
nutzten Hilfssatze sind nicht mehr anwendbar. 

Mittels der angegebenen Methode erkennt man, daB AV 
noch einen bestimmten Wert hat, und daB die Gleichung (15d) 
gilt, wenn nur der betrachtete Punkt A nicht innerhalb 
der AbschlieBungsMchen liegt. Die Voraussetzungen uber 
die Stetigkeit von fc und die Bndlichkeit der Differential- 
quotienten von fc brauchen daher nur in unmittelbarer 
TJmgebung des betrachteten Punktes A erfullt zu sein. An 
Stellen, wo diese Bedingungen nicht erfullt sind, hat AV 
keinen bestimmten Sinn, ebensowenig wie an der Oberflache 
der anziehenden Masse, wo ja auch die Dichtigkeit sich 
diskontinuierlieh andert, indem sie von einem endlichen 
Werte plotzlich zu Null ubergeht. Solche Ausnahmestellen, 
in denen AV seinen Sinn verUert, konnen keine raumliche 
Ausdehnung haben, das ist durch dieBedeutung einer Masse 
ausgeschlossen. Es sind also nur einzelne diskrete Punkte, 
Linien oder Flachen, in denen die zweiten Ableitungen 
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von 7 ihren Sinn verlieren, und in denen daher diePoisson- 
sche Gleiclmng nicht gilt. 

ttbrigens 1st die Laplacesche Gleichung (15 c) in der 
Poissonschen Gleichung (15 d) enthalten. Denn auJBere 
Punkte sind solche, in denen sich keine anziehende Masse 
befindet, in denen also die Dichtigkeit Tc der anziehenden 
Masse = ist. 

e) Aus der diskontinuierliehen Anderung von 
AV an der Grenzflache der Masse werden die ent~ 

3 2 F <9 2 7 

sprechenden Anderungen von -j^ft d#di/ ? - at) " 
geleitet. M ^ 

Urn aus der diskontinuierliehen Anderung von AV an 
der Oberflaehe der anziehenden Masse die entsprechende 
Anderung der einzelnen Summanden von 4V, sowie die 



Anderung von -= ^ usw. abzuleiten, stellen wir folgende 

COG cy 

Betrachtung an. f^^y^^^O sei die Gleichung einer be- 
liebigen Flache und 97(0?, y, ^) eine Funktion, die fur alle 
Punkte der Flache verschwindet. Wir fragen: welche Be- 
dingungen mufi q> ftir eine gegebene Flache erfullen? Es 
seien a?, y, & die Koordinaten eines PunktesP der Flache, 
x _[- co 9 y + dy , # + 60 die Koordinaten eines zweiten 
Flachenpunktes J?^ , der P unendlich nahe liegt. Da <p i \a 
alle Flaehenpunkte verschwinden soil, so ist: 

y>(0, y, ?)-=0 und <p(x + dx, y + dy , z + d*) = . 

Bntwickeln wir die linke Seite der zweiten Gleichung nach 
dem Taylorschea Satze, ziehen dann die erste Gleichung 
ab und sehen von den unendlich kleinen Gliedern zweiter 
und hoherer Ordnung ab, so erhalten wir: 



Andererseits ist, da die Koordinaten von P und P a der 
Flachengleichung genugen: - 



Bf 6f df 
oder da ~~^ -^- , -- proportional den Kosinus der 
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Winkel sind, welche die Normale N mit den Koordinaten- 
achsen bildet: 



(17b) cos(y,. 0) da) + cos(tf, y) dy + cos(JV, *) dz = , 

Die Gleiclnmg (17) mnB nun fur alle Punkte P x der Flache, 
die P unendlich nahe liegen, d. h. fur alle Wertsysteme 
<5#, dy j d# erfiillt sein, die der Gleichung (17b) genugen. 
Setzen wir dw == , so folgt aus (17) und (17b): 



, y) : cos(Jf , 0) , 
und fur dz = ergibt sich: 



Das gleichzeitige Bestehen von (17) und (17b) erfordert 
also, daB 

ist, welche Gleichungen wir auch so schreiBen konnen: 
dy 

(18a) 



-T, z). 

Nun sei fiir einen beliebigen, mit Masse von beliebiger 
Dichtigkeit gefullten Eaum V a das Potential eines aufieren, 
Vi das eines inneren (Massen-) Punktes. Nach Kap. 5 
wissen wir, dafi V und seine ersten Ableitungen sich beim 
tJbergang von Punkten der Masse zu aufieren Punkten 
kontinuierlich andern. Fahert sich also der angezogene 
Punkt einmal von auBen, das andere Mai von innen der 

dV 8V 

Grenzf lache, so nahern sich -~ und -^ . wenn sie auch 

CM oao 

im allgemeinen durch ganz verschiedene Funktionen dar- 
gestellt werden, demselben Grenzwerte, d, h. an der Grenz- 
flache der Masse ist 
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und zwar gilt diese Gleiclmng fiir jeden Punkt der Grenz- 
flache. Wtr konnen dalier auf die auf der linken Seite 
von (19) stehende Funktion die Gleichungen (18 a) an- 
wenden und erhalten 



(19a) 



lim 
lim 



wo unter lim 



der Wert zu verstehen ist, den 



annimmt, wenn der angezogene Punkt sich von aufien 
einem Punkte P der Grenzflache der Masse beliebig nahert, 



unter lim 



der Grenzwert von 



wenn der an- 



V~ M.^/Jt \A Jt, VAAJU V* U r VTJH Q O J 

gezogene Punkt sich von innen demselben Punkte P be- 
liebig nahert. Setzen wir in (19) statt der Ableitungen 
von V a und- V l nach x die Ableitungen nach y , resp. 12? , 
so folgt ebenso: 



( 1 527 sty \ 

limh^-^- 
\dx oy ox dyl 



(19b) 



%) 






(19o) 



icosfjy, a?) 



Sy 



By dg 

8*7, 



rl^P 
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Die linken Seiten der zweiten Gleichung (19 a) und 
der ersten Gleichung (19b) sind gleich, mithin ist 

, y) = 



ebenso 

m cos(JV, 2) = p cos(JV, #) , n cos(J/", z) = p GOQ(N, y) , 

d. h. es ist 

m n p 



cos(JV, so) ~~ cos(^, 2/) ~~ cos(-^, z) ' 

oder, wenn der Wert jedes der gleichen Bruche mit A 
bezeichnet wird: 

(19 d) m = A cos(JV, a?) , n = A cos(JV", y) , p ^ ^ cos(#, ) . 

Die Gleichungen (19 a) (19c) nehmen somit folgende 
Form an: 



(20) 



. 
Km hr-- - -=- = A 008(2^, ai) 

v 



Die Addition der drei ersten dieser sechs Gleichungen gibt 



und da JT^ = 0, JTJ == -~4:rcJk, so wird 
(20a) A-+4jrfc, 

wo fc die Dichtigkeit der Masse an dem betrachteten 
Punkte P der Grenzflache bezeichnet. 

Die Gleichungen (20) und (20 a) enthalten das ge- 
suchte Eesultat. 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 6 
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Kapitel 7. 

Verhalten des Flachenpotentials und seiner AWeitungen, 
falls der angezogene Punkt sich der anzielienden Flaehe 

nahert. 

a) Erlauterung an Beispielen. 

Schon bei Berechnung der Anziehung, welche eine 
homogene Kreisflache auf einen Punkt ausubt, der senk- 
reeht Tiber ihrem Mittelpunkte liegt, ergab sich, daB die 
anziehende Kraft (die senkrecht zur Kreisflache gerichtet 
1st) sich beim Durchgang des angezogenen Punktes durch 
die Kreisflslche diskontinuierlich andert. Jene Kraft strebt 
(s. Kap, 2, Aufg. 3, S. 17) dem Werte 2nx zu*), wenn 
der angezogene Punkt von der einen, dem Werte +2^^, 
wenn der angezogene von der anderen Seite sich der an- 
ziehenden Plache nahert, wahrend sich Z = ergibt, wenn 
dem angezogenen Punkte von vornherein eine feste Lage 
im Mittelpunkte des Kreises gegeben wird. 

Pur das Potential jenes Kreises ergibt sich mit An- 
wendung derselben Bezeichnungen wie S. 1517: 




und darin ist /^ = , je nachdem z positiv oder ne- 
gativ ist. Man sieht hieraus, daJ3, wenn z sici dem 
Werte Null nahert, sei es von positiven, sei es von nega- 
tiven Werten her, V denselben Wert 2nxR annimmt; 
und diesen Wert hatte man auch erhalten, wenn man 
bei der Berechnung von V von vornherein # den kon- 
stanten Wert Null gegeben hatte. Im Gegensatz zu Z 
Sndert sich V also kontinuierlich beim Durchgang des 
angezogenen Punktes durch die anziehende Flche. 

Untersuchen wir noch das Potential und die An- 
ziehungskomponenten einer homogenen Kugelflache. Wir 
konnen das Potential der Plache auf genau dieselbe Weise 
mittels der Laplaceschen Differentialgleichung ableiten, 

*) Der S. 17 auftretende Faktor fm isi ; wie ttberall von 
Kap. 4 ab, = 1 gesetzt. 
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wie S. 4347 das Potential einer Kugelschale, und er- 
halten, falls #, y, z die Koordinaten des angezogenen 
Punktes sind, r sein Abstand vom Mittelpunkte, fur Punkte 
auBerhalb der Kugel 

(1) 7-*- *"**, 

v ' r r ' 

wo B den Kugelradius, die Dichtigkeit bezeichnet. Fur 
Punkte im Innern der Kugel wollen wir das Potential 
zum Unterschiede mit V t bezeichnen; es hat nach 8. 46 
einen konstanten Wert, und dieser konstante Wert ergibt 
sich durch Berechnung des Potentials fur den Kugel- 
mittelpunkt, so dafi 



(2) 




wird. BTahert man sich von auBen oder von innen der 
anziehenden Kugelflache, so nahern sich V und T^ dem- 
selben Grenzwerte 4 n K B ; und derselbe Wert des Poten- 
tials hatte sich auch ergeben, wenn man dem angezogenen 
Punkte von vornherein eine feste Lage auf der ILugel- 
flache gegeben hatte*). 

Aus (1) und (2) folgt ferner 

BV 



und analog -werden die Ableitungen von V nach y und s . 
Daraus ist ersichtlich, daB, wenn der angezogene Punkt von 
aufien oder innen her sich der anziehenden Kugelflache 

8V dV 

nahert, -= und -7^- sich verschiedenen Grenzwerten 
ox doc 

n^hern, -g dem Werte -- -^ , wahrend -y^-^0 
bleibt. Auch hier andern sich die Differentialquotienten 



*) Die Berechnung des Potentialwertes fur diesen Fall 
sich in derselben Weise durchf iihren wie gleich nachher ftir die 
Anziehung. 

6* 
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des Potentials (die Anziehungskomponenten) diskontinuier- 
lich beim Durchgang durcb die anziehende Flache. Legen 
wir insbesondere das Koordinatensystem so, dafi der an- 
gezogene Punkt auf der positiven 0-Acbse sich beiderseits 
der Kugelflache nahert, so baben wir ? da Mer # = 0, 
y-= , z = +R ist, 



(3a) 



V A 

lim -5 5-^) 4 



und +^ ist dabei die auJBere JSTormale der Kugel an der 
Stelle, die der angezogene Punkt passiert; a?, y sind par- 
allel der Tangentialebene der Kugel an dieser Stelle. 

Fragen wir noch naeh den Werten, welohe die An- 
ziehungskomponenten annehmen, wenn der angezogene 
Punkt eine feste Lage auf der Kugel bat. JDiese Werte 
ergeben sicn aus den Formeln (9), 8. 21, wenn man in 
diesen 9 = E setxt; dabei sind die Acbsen so gelegt, dafi 
die positive 0-Achse durch den ange2;ogenen Punkt gebt. 
Die dritte dieser Formeln gibt, wenn man wieder von 
dem Faktor fm absiebt, 




2 ax . 



Z ist also auoh Mer (wie bei der Kreisscheibe) sowohl 

dV 
von dem Grenzwerte von -TT ^JZH, als von dem 

SK d * 

Grenzwerte von -^- verschieden; Z ist das arith- 

da 7 

metiscbe Mittel der letzteren beiden Werte. 

Die X-Komponente der Anziebung fur den Punkt 
= 0, jr=*0, 0=*R wird nacn Formal (9), 8. 21 : 
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Z = 




cos (pdcp cos 2 d$ 


. 

sm~ 

Da hier die zu integrierende Funktion f fir & = unendlich 
wird, schlieBen wir den angezogenen Punkt dureh eine 
kleine ihn umgebende Kurve von dem Integrationsgebiet 
aus, d. h. wir integrieren nicht von $ = , sondern von 
$ = s , wo s eine kleine GroBe ist, die je nach der Natnr 
der Abschliefiungskurve in verschiedener Weise von <p 
abhangen kann. Die Ausfithrung der Integration nach 
?? gibt, da die obere Grenze ft = n ist: 



X = X \ lOgtgY + COS -n COS 



und dies Integral kann ganz verscMedene Werte annehmen, 
je naohdem man fur s die eine oder die andere Funktion 
von <p setzt. Gleiches gilt fur den Grenzfall 6 = 0; d. h. 
der Wert der Anziehungskomponente X ist abhangig von 
der If atur der AbschlieBungskurve und der Art, wie diese 
immer kleiner und kleiner wird, ist also vollig unbestimmt. 
Dasselbe gilt fur Y. 

In ahnlicher Weise wurde sich fur eine anziehende 
Kreisflache die Unbestimmtlieit der der Kreisflache par- 
allelen Anziehungskomponenten ergeben haben, falls man 
den angezogenen Punkt in den Mittelpunkt des Kreises legt. 

b) Ableitung der Eigenschaften fiir beliebige 
Flachen bei beliebiger Massenverteilung. 

Die allgemeine Ableitung der vorher an speziellen 
Beispielen erorterten Eigenschaften stutzt sieh am ein- 
fachsten auf die in Kap. 6 abgeleiteten Formeln. 

Es sei o ein FlaclieQstuck von beliebiger Gestalt, das 
aber uberall eine bestimmte Tangentialebene besitzt. 
Ferner nehmen wir zunachst o so klein, resp. geben dem 
Koordinaterisystem eine solche Lage. daB die Kormalc 
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von a nirgends zur #-Achse senkrecht steht. o sei mit 
Masse yon der Dichtigkeit K belegt, so daB das Potential 
von a fur auBere Punkte den Wert hat: 



(4) 



J = 



xdo 



Das Flachenstuck a werde nun auf irgend eine Art 
zu einer geschlossenen Flache er- 
ganzt, und es werde das zu dem 
Behufe zu a hinzuzufiigende Fla- 
chenstuck a' so gewahlt, daB a' 
iiberall eine bestimmte Tangen- 
tialebene hat, und daB auch an 
der Grenze von a und <?' eine 
solche vorhanden ist. Den von 
a und o f begrenzten Eaum T 
denke man mit Masse von der 
Dichtigkeit Tc (fiber die noch zu 

verfugen sein wird) geftillt und nenne das Potential dieser 

Masse F, also 

(5) V 





tfoer fc verfuge man so, daB der Wert von fc an der 
Flache a 



ist, eine Grofie, die, da cos(JT, ) an a nirgends ver- 
schwindet, fur alle Punkte von a einen bestimmten end- 
Kchen Wert hat. Die so fur a bestimmte Funktion fc 
setze man beliebig fort, nur mit der Beschrankung, daB 
sioh die Werte von fc im Innern von T kontinuierlich an 
die gegebenen Werte (6) anschliefien, und daB Tc iiberall 
in T endlich und stetig ist, die Ableitungen von 7c f erner 
liberal! endlich sind. Dann kann man auf V die For- 
mel (13) des Kap. 6 (8. 73) anwenden, eine Formel, die 
sowohl fur Punkte der anziehenden Masse gilt, als fur 
auJJere Punkte, mit AusschluB jedoch von Punkten der 
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Oberflache. Die in jener Pormel (13) auftretende Punk- 
tion W ist durch (13b) gegeben, und zwar ist das Doppel- 
integral in (13 b) iiber- die Gesamtoberflache von T zu 
erstrecken, d. h. iiber die beiden Flachen a und o'. Also 




_ f[ 

U 



(7) 

<* 

a' 

Da nun Jfc an der Plache o den Wert (6) annimmt, also 
fccos^, ) = x ist, sowird 

(7 a) F = ~J~J / , 

wo J das Potential von o fur die Dichtigkeit H, J f das 
Potential von o' fur die Dichtigkeit Jfccos(JV, f) bezeichnet; 
und der Wert von Tc an a' hangt von der Art und Weise 
ab, wie die an o bekannte Punktion Jc fortgesetzt wird. 
Die erwahnte Pormel (13) gibt uns also 



__ ) 

die 
wo U das Potential der in T mit der Dichtigkeit -^j 

verteilten Masse ist. Wenn nun der angezogene Punkt 
einmal vom Inneren von T, das andere Mai von aufien 
sich der Flache a beliebig nahert, so wissen wir (s. Kap. 5), 
dafi 



ist. Perner ist fur die Plache o' ein an o liegender Punkt 
ein auBerer, und fur Punkte auBerhalb der anziehenden 
Masse ist das potential kontinuierlich, d. h. es ist: 



Mithin folgt aus (8), daB 
(9) 



ist; d. h. das Potential J der Plache a andert sich kon- 
tinuierlich auch beim Durchgang des angezogenen Punktes 
durch die anziehende Plache. 

Da wir wissen, daB die zweiten Ableitungen von V 
sich sowohl aufierhalb T, als innerhalb kontinuierlich andern 
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(die kontinuierliche l.nderung innerhalb folgt ja aus der 
\ /5 Tf\ 

Kontinuitat von ft und der Endlichkeit von -^j , so gilt 

fur Punkte, die nicht auf der Oberflache von T liegen, 
die durch Differentiation von (8) entstehende Gleichung: 

d J dJ' 



Wir wenden diese Gleichung auf Ptfnkte an, die sich von 
auBen der Mache a beliebig nahern, dann auf Punkte, die 
sich von innen derselben Stelle von a nahern, und sub- 
traMeren die so erhaltenen Gleichungen. Bezeichnet dann 
der Index a , wie vorher, dafi es sich urn aufiere Punkte, 
der Index i , dafi es sich urn Punkte innerhalb T handelt, 
so erhalten wir: 



da 



># 8x 

Wegen der Eigenschaften des Potentials raumlicher Massen 
ist aber: 



Ebenso 1st: 



da J' das Potential der Flache a' ist und ein an a liegender 
Punkt Jffli a' ein auBerer ist. Endlicn ist nacn (20) und 
(20) des Kap. 6 (S.81): 



wo ft die Dichtigkeit an dem betrachteten Punkte von 
ist, N die auBere Iformale von T . An a ist aber: 
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und (y, f) und (N, CD) bezeichnen denselben Winkel; es 
wird daher: 



Bm - -Vr - 4 w COB ( JT, *) 

\ da* dec* I 

und somit nach (11) 

(12) Urn (^ - ^) - -4 n * cos(tf , x) . 

Wir wollen dem Eesultat noch eine Form geben, die die 
Bezeichnung aufiere und innere Punkte sowie aufiere Nor- 
male nicht enthalt. Denn von auBen und innen kann man 
wohl in bezug auf den Baum T sprechen, mcht aber in 
bezug auf eine ungeschlossene Flache a . Wir treffen des- 
halb folgende Festsetzung. Von den beiden STormalen- 
richtungen von a wahlen wir die eine als Bichtung von 
+JV, bezeichnen mit J den Wert des Potentials fur einen 
Punkt, der sich auf der Seite von +N der Flache o 
nahert, mit J l den Wert des Potentials fur einen Punkt, 
der sich auf der Seite von N der Flache a nahert, so 
folgt aus (12), gleichgultig, welche der beiden KTormalen- 
richtungen als +JV gewahlt wird: 



(12a) lim - 

wo (N, ad) den Winkel bezeichnet, den die gewahlte Nor- 
malenrichtung +N mit der positiven #-Achse bildet. Lassen 
wir insbesondere die positive #-Achse mit +N zusammefl- 
fallen, so wird: 

(12b) 

und dies ist die Verallgemeinerung des fur die homogene 
Kreisscheibe und die homogene Kugelflache gefundenen 
Besultats. Gehen wir aber von beliebigen Lagen der a;-Achse 
3u einer solchen Lage iiber, dafi X zu N senkrecht steht, 
also einer in der Tangentialebene des betrachteten Punktes 
gelegenen Bichtung t parallel ist, so folgt aus (12 a): 
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Die normalen Ableitungen des Flachenpotentials 
andern sich also diskontinuierlich beim Durchgange 
des angezogenen Punktes durch die anziehende Flache, 
wahrend die tangentialen Ableitungen beiderseits glei- 
clie Werte haben. 

Bei der Ableitung dieser Eesultate ist angenommen, 
daB <j eine nicht geschlossene Flache ist. Sie gelten aber 
ohne weiteres aueh fur geschlossene Flachen S . Denn zer- 
legt man S in zwei nicht geschlossene Flachen a und 8 t , 
nennt die Potentiate dieser beiden J und S , so daB J + 3 
das Gesamtpotential von S ist, so gilt, falls o den Teil 
von 8 darstellt, in dem der angezogene Punkt an S heran- 
tritt, fflr J die Gleichung (12 a); fur S aber ist, da der 
angezogene Punkt fiir 8^ ein aufierer ist: 



Fur % + J gilt also wiederum die Gleichung (12 a). 

Was die zweiten und hoheren Ableitungen des Flachen- 
potentials betrifft, so haben dieselben fur Punkte der Flache 
keine Bedeutung, da schon die ers.ten Ableitungen an der 
Flache diskontinuierlich werden. 

c) Potential und Anziehungskomponenten fiir 
feste Punkte der Flache. Im vorstehenden haben wir 
das Verhalten des Potentials und seiner ersten Ableitungen, 
der Anziehungskomponenten, fur den Fall untersucht, daB 
der angezogene Punkt von der einen oder der andern Seite 
sich der anziehenden Flache beliebig nahert. Es fragt sich, 
ob die normalen und tangentialen Anziehungskomponenten 

der Flache noch einen bestimmten 
Wert haben, wenn der angezogene 
Punkt ein fester Punkt der Flache 
selbst ist. Zur Beantwortung die- 
ser Frage nehmen wir den festen 
Punkt der Flache zum Anfangs- 
. 20. punkte der Koordinaten, die Fla- 

chennormale in zur #-Achse, 

und zwar bei geschlossenen Flachen die aufiere Iformale zur 
positiven #-Achse. Wir beschranken uns dabei auf seiche 
Punkte, in denen die Flache eine bestimmte Tangentialebene 
hat. In dieser Tangentialebene (der #y-Ebene) beschreiben 
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wir um mit dem kleinen Eadius d einefi. Kreis und errieh- 
ten fiber diesem Kreise einen geraden Zylinder. Dureh den 
Sehnitt desselben mit der Mache wird letztere in zwei 
Teile geteilt, den Teil I, der die Umgebung des Punktes 
bis zum Schnitte mit dem Zylinder umfaBt, und die fibrig- 
bleibende Flache, die wir als Teil II bezeichnen. Die Unter- 
suchung kann sich dann auf Teil I beschrnken, da fur 
Teil II der angezogene Punkt ein aufierer ist. 

Das Potential J und die normale Komponente Z der 
Anziehung sind, da der angezogene Punkt der Anfangs- 
punkt ist: 
(13) J 



xdo 



-!h 



Oder, wenn mian in der a?#-Ebene Polarkoordinaten einfiihrt 
und do durch seine Projektion auf die o?#-Ebene ausdriickt: 



pLSa) J 



-!h 



rdrd& 



Darin ist (JV, f) der spitze Winkel derPlachennormale von do 
gegen die t-Achse; und wenn <3 klein genug gewahlt wird, 
ist (N 9 f) stets kleiner als %n. Die Integration in (13) ist 
fiber den Plachenteil I, die in (13 a) daher fiber den Kreis d 
zu erstrecken. Dabei ist aber zunachst die unmittelbare Um- 
gebung des Punktes von der Integration auszuschliefien, 
da dort r = , = ist. Es ist somit zunachst nach. r 
zu integrieren von r = e bis r = d , wo e eine sehr kleine 
Grdfie ist, die fiir verschiedene ft verscMedene Werte an- 
nehmen kann; die Grenzen fur ft ferner sind und 2rc. 
Wir scbreiben die Ausdrucke (13 a): 



(13b) 
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und beachten folgendes. Eine beliebige durcli die s-Achse 
gelegte Ebene schneidet die Fl&che in einer Kurve, deren 
Abszisse r und deren Ordinate 1st. Fur y=~0 ist C = 

und auch = , da die Achse s die BTormale im An- 

dr 

fangspunkte ist. f , als Funktion von r betrachtet, hat da- 
her die Form: 
(14) f-rv(r), 

wo a > 1 und y(r) fiir r = endlich ist; - ist also = 

fur r == . Hat die Krummung aller Normalschnitte 
der Flache in einen endlichen Wert, so ist a == 2 . In 

diesem Falle ist also -= auch f iir r = endlich, und die 

r* 

beiden Integrate J und -Z haben auch fiir den Grenzfall 
e = einen bestimmten endlichen Wert. 
Liegt a zwischen 1 und 2, so ist: 



Dann wird zwar in Z die zu integrierende Funktion <x> 
fiir r = . Da aber der Exponent von r im Fenner zwischen 
und 1 liegt, so hat das Integral Z fiir lime = fcoch 
einen endlichen Wert, der unabhangig von der Art und 
Weise ist, in der e zu konvergiert. 

Untersuchen wir in gleicher Weise eine der tangen- 
tialen Anziehungskomponenten, z. B. die Jf-Komponente, 
so haben wir: 

r*cos&drd& 

A- i 



(15) 



Piir e wird die zu integrierende Funktion und, da r 
den Exponenten 1 hat, das innere Integral selbst unend- 
lich. Wegen des Faktors cos# ist also X die Summe von 
Ausdriicken, die teils +00, teils oo sind ? also unbestimmt. 
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Dafl diese TJnbestimmtheit kerne scheinbare ist, ergibt sich 
durch folgende tTberlegung. Je nacli der Wahl der Kurve, 
durch die die unmittelbare Umgebung von vom Inte- 
grationsgebiet ausgeschlossen wird, wird e eine andere und 
andere Funktion yon $, und je nach der Wahl dieser Funk- 
tion kann man es erreichen, daB X einen unendlich groBen 
oder einen beliebigen endlichen Wert annimmt. 

Wir sehen also, daB, wenn der angezogene Punkt eine 
feste Lage in der Flache selbst hat, die tangentialen An- 
ziehungskomponenten vollig unbestimmt werden, w^hrend 
die normale Anziehungskomponente (ebenso wie das Po- 
tential) noch einen bestimmten endliclien Wert hat. Im 
Abschnitt a) dieses Kapitels haben wir an zwei Beispielen 
gesehen, dafi dieser endliche Wert der normalen An- 
ziehungskomponente das arithmetische Mittel der beiden 
Werte ist, die die normale Ableitung des Potentials an- 
nimmt, je nachdem sich der angezogene Punkt von der 
einen oder der andern Seite der anziehenden Flache nahert. 
G-auB*) hat gezeigt, daB das auoh allgemein der Fall ist. 
Doch wollen wir den Beweis hier ubergehen. 

Kapitel 8. 

Potential und Anziehungskoniponenten von Mass en, die 
langs einer Linie ausgebreitet sind. 

Der einfachste hierher gehortge Fall ist der einer homo- 
genen geradUnigen Strecke, Legt man das Koordinaten- 
system so, daB die Strecke in die #-Achse fallt und von 
f = a bis f = b (b > a) reicht '(vgl. Fig. 3, S, 12), so ist ihr 
Potential: 



(1) 



Der Ausdruck (1) laflt sich noch umformen, indem man 
den Bruch unter dem Logarithmenzeichen mit 



*) S. Gau6 J Werke V, S. 215 ff. 
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und 



resp. nur mit der letzteren Differenz erweitert. Dadurch 
geht (1) iiber in: 

(2) 7 == ^io g (^Il^ 
\ffi 6 
resp. in: 

[- 



(3) F=*log 



Solange y und # von Null verscMeden sind, ist es gleicli- 
gultig, welchen der drei Werte man anwendet. Pallt aber 
der angezogene Punkt in die Verlangerung der anziehenden 
Strecke, d. h. wird y == , # = , so werden, da die Mer 
aujEtretenden Wurzeln die positiven Wurzelwerte bezeichnen, 
fiir a?> & die Ausdrucke (1) und (3) unbestimmt, fiir x<a 
die Ausdrucke (2) und (3). Dagegen gibt fur #>&, y 0, 
^ = der Ausdruck (2): 



(2a) ^-- 

fur jO, t/ = 0, = folgt aus (1): 



Urn zu untersuchen, was aus 7, resp. seinen Ableitungen 
nach. a?, y, 2 wird, wenn der angezogene Punkt sich der 
anziehenden Strecke immer mehr nahert, d. h. wenn y = 0, 
z = wird und a < % < I ist, wenden wir am zweck- 
mafiigsten den Ausdruck (3) an, Der Zahler des unter dem 
Logarithmus stehenden Bruchs wird dann 2 (& a;) 2 (a? a) , 
ist also von Null verscMeden, wahrend der Nenner == 

wird, V wird also unendlich, ebenso -r und -5 . 
Setzen wir noch: ^ ^^ 



bezeichnen also mit t den Abstand des angezogenen Punktes 
von der anziehenden Linie, so sehen wir, daB, fur t = , 
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V tinendlicli wird wie 2log(- r ), und daB -^ unendlich 

^ ' * 



wird wie -- , oder daB 
t 



(4) lim 



sv 

Dagegen bleibt, wie sich aus (3) ergibt, -3 auch fur 

GOD 

t = endlich, mit Ausnahme der Werte o? = a, a? = 6, 
d. h. aufier an den Bndpunkten der anziehenden Strecke, 
wahrend, wenn man dem angezogenen Punkte" eine feste 
Lagein der anziehenden Strecke gibt, das die Jf-Komponente 
der Anziehung darstellende Integral seinen Sinn verliert. 
Bs laJBt sich weiter zeigen, dafi die durch (4) aus- 
gedruckten Eigenschaften bestehen bleiben, wenn an Stelle 
einer geraden Linie eine beliebige Knrve tritt, ferner auch, 
wenn x nicht mehr konstant ist. Im letzteren Falle be- 
zeichnet in (4) H den Wert, den die Dichtigkeit in dem- 
jenigen Punkte besitzt, in dem der angezogene Punkt an 
die anziehende Linie herantritt. Wir gehen auf diesen 
Beweis hier nicht ein und begnugen uns damit, an dem 
einfachen, oben behandelten Beispiele der homogenen ge- 
radlinigen Strecke erkannt zu haben, dafi das Potential 
und die zu der Strecke senkrechten Anziehungskomponenten 
nicht mehr endlich bleiben, wenn der angezogene Punkt 
an die anziehende Linie heranruckt, dafi sich also fur Punkte 
der Masse das Linienpotential wesentlich anders verhalt 
als das Korper- und das Flachenpotential. 

Kapitel 9. 

Die charakteristisehen Eigenschaften des Korper- und 
Flachenpotentials. 

a) Der Greensche Satz. 

Bind U und W zwei Funktionen der Koordinaten, 
die in einem endlichen, yon einer oder mehrerenFlachen 
begrenzten Baume T selbst nebst ihren ersten Ab- 
leitungen einwertig, endlich und stetigsind, undhaben 
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auch die zweiten Ableitungen von W in T iiberall 
bestimmte endliche Werte, so ist: 



(1) 



8U 6W 6U 8W 
8$ 8x 8y 8y 



Hierin sind die dreifachen Integrate fiber das Volumen 
von T, das Doppelintegral reclits ist uber die samtlichen 
GrenzMehen von T auszudehnen, N ist die auBere ISTor- 
male jener Grenzflachen nnd A bezeichnet die Operation: 



Af _L _L 

LJJ "10 "T" 



Der Satz ergibt sicli sofort aus dem S. 60 aufgestellten 
Hilfssatz I. Bezeichnet man die Integrationsvariablen 
uiclit, me dort, mit f , 5, f , sondern mit a?, y, , setzt 

f = ET, <p == -= , so lautet jener Satz: 
oo? 

SW ^ 



^f 8 ^ 8 ^ 



Fugt man die beiden analogen Gleichungen hinzu, die 
man durch Vertauschung von x mit y, resp. $ erhalt, addiert 
die drei Gleichungen und benutzt das durch (la) defi- 
nierte Operationszeichen A , so folgt 

' [CC ft \8W 8W 

v v */ / 1/ L y 

(2a) + 

JJ J [. 8 QG 8 CD 8y By 
Endlich ist 

(2b) Sr 



und somit geht (2 a) in die zu beweisende Gleichung (1) 
tiber. 
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Anmerkung. Die Bichtigkeit der Gleichung (2b) 
folgt aus den Begeln der Differentiation. 1st f irgend 
eine Funktion von #, y, z, ds das Bogenelement einer 
beliebigen Kurve, so ist 



_ 
Ss dx ds By ds 8z ds ' 

wo dx 9 dy , dz die Anderungen von x , y , z sind, die der 
Anderung ds von s entspreohen, d. h. die Projektionen 
von ds auf die drei Achsen; daher ist weiter 

dx 

USW, 



und somit 

- = -Tcos^jO?) + -7^- cos(s,2/) + -~-cos(s,) . 
05 <3# dy dz f 

Fiir f = TT , s = N ist das die Gleichung (2b). 

Folgerungen. I. Fnr die folgenden Anwendungen 
wird der besondere Fall der Gleichung (1) gebraucht, in 
dem W = U ist. Dann ist 



-///[()' 

Ist auBerdem noch im ganzen Kaume T 

(3a)' JU-0, 

so wird 



II. Ist D* von W verschieden, und ftigt man zu den 
Annahmen, unter denen (1) gilt, noch die weitere, dafi 
auch die zweiten Ableitungen von U in T tiberall bestimmte 
endliche Werte haben, so kann man in (1) U rait W ver- 
tauschen, d. h* es ist auch 

Wangerin, Theorie des Potentials I 7 



t 
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(4) 



_ fff( SU 4- + 



d 



und durch Subtraktion von (1) und (4) folgt weiter 
(5) 



r=oo 



eine Gleichung, die fur den Fall ^Z7 = oder /dTF==0 
oder A U == und A W =* weitere Folgerungen zulaBt. 

b) Die cliarakteristischen Eigenschaften des 
Raumpotentials. 

Ist F das Potential irgend einer dreifach ausgedehnten 
Masse, so wissen wir nach Kapitel 4 6, daB 1. V und 
seine ersten Ableitungen nach den Koordinaten x, y , z 
des angezogenen Punktes im ganzen Eaume einwertig, 
endlich und stetig sind, 2. daB F und seine samtlichen 
Ableitungen verschwinden, wenn der angezogene Puiikt 
ins Unendliche ruckt, und zwar derart, daB 

8V 

-7T USW. 

ox 

endlich bleiben (der erste Grenzwert ist gleich der ge* 
samten anziehenden Masse), 3. daB die zweiten Ableitungen 
von F im allgemeinen einwertig, endlich und stetig sind, 
jedoch mit Ausnahme der die anziehende Masse be- 
grenzenden Flache, ferner mit Ausnahme gewisser Stelleu 
(Punkte, Linien oder Flachen), an denen sich $Le Dich- 
tigkeit diskontinuierlich andert, oder in denen die ersten 
Differentialquotienten der Dichtigkeit unendlich wetden, 
4. daB fftr alle Punkte im Innern der Masse, die nicht 
den genannten Ausnahmestellen angehoren, die Poisson- 
sche Gleichung AV***-~ 4^fc gilt, fur alle Punkte auBer- 
halb der Masse die Laplaeesche Gleichung JF = 0- 

Es soil nun gezeigt werden, daB diese Eigenschaften 
fur das Potential charakteristisch sind, d. h. daB, wenn 
eine Funktion F alle genannten Eigenschaften besitzt, sie 
notwendig das Potential des durch die gegebene Funktion fc 
als Dichtigkeit bestimmten Massensystems ist. Der Nach- 
weis fur diese Behauptung wird folgendermaBen gefiihrt. 
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Angenommen, es existiere eine von V verschiedene 
Funktion F x , die mit dem Potential V eines gegebenen 
Massensystems die samtlichen Eigenschaften (1) bis (4) 
gemeinsam Mtte, so bilde man eine dritte Funktion 

(6) U - V - F! . 

Dann muBte auch U die Bigenscliaften (1) bis (3) besitzen, 
zugleich muBte in alien Punkten, in denen die zweiten 
Ableitungen von V und damit nach der Annahme auch 
die von V l und wegen (6) auch die von U einen be- 
stimmten Wert haben, 

(7) A U - 

sein. Denn fur Punkte der Masse ist A V = -4 n Tc , daher 
anch AV 1 = 4tJi'hj mithin AU = AV AV^ = 0, nnd 
iw Punkte auBerhalb ist ja AV =* und AY^ == 0. 

Anf diese Funktion Uwenden wir nun die Gleichung (3b), 
8. 97, an, indem wir als Integrationsraum das Innere einer 
sehr grofien, um den Anfangspunkt beschriebenen Kugel 
vom Eadius 12 nehmen. Doch mussen wir, um den Voraus- 
setzungen, unter denen (3b) abgeleitet war, zu geniigen, 
von dem Integrationsraume alle die Stellen ausschlieBen, 
in denen AV und damit AU keinen bestimmten Sinn melir 
hat. Dazu gehort zunachst die die anziebende Masse be- 
grenzende Oberfl2.clie. Diese wird dadurch ausgeschlossen, 
daB man auf den STormalen derselben sehr kleine, uberall 
gleiche Stucke nach beiden Seiten hin abtragt, also zwei 
jener Oberfl^clie sehr nahe Parallelflaclien konstruiert und 
den Eaum zwischen diesen Parallelflaclien vom Integrations- 
gebiet ausschlieBt, so daB jene Parallelflachen Grenzflachen 
des neuen Integrationsgebietes werden. In derselben Weise 
werden auch solche Flachen im Innern der anziehenden 
Masse, in denen AV seinen Sinn verliert (also z. B. solche 
Flachen, an denen fc sich diskontinuierlich andert), aus- 
geschlossen. Ausnahmepunkte umgebe man einfach mit 
einer Kugel von sehr kleinem Eadius und betrachte den 
Innenraum der Kugel als nicht zum Integrationsgebiet ge- 
h6rig. Linien endlich, an denen die zweiten Ableitungen 
von V ihren Sinn verlieren, werden dadurch ausgeschlossen, 
daB man um die einzelnen Punkte derselben Kugeln mit 
sehr kleinen, aber gleichen Eadien beschreibt und den 

7* 
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von der Enveloppe aller dieser Kugeln eingesclilossenen 
Eaum YOU dem Integrationsgebiet ausschliefit. Fur das 
Gebiet T, das nach AusschluB aller genannten Stellen vom 
Innern der Kugel JB ubrig bleibt, sind dann die Bedingungen, 
unter denen Gleichung (3b), 8. 97, abgeleitet ist, erffillt. 
Auf dieses Gebiet T konnen wir dalier jene Gleichung (3b) 
anwenden. Dabei ist das Doppelintegral der rechten Seite 
von (3b) uber alle Grenzflachen von T zu erstrecken, also 
fiber die Oberflache der Kugel R und die samtlichen Ab- 
scMiefiungsflachen. 

Das so erhaltene Eesultat bleibt auch richtig, wenn. 
me einmal den Eadius B der auBeren Kugel beliebig, 
sehlieBlich fiber alle Grenzen wachsen lassen, und wenn 
-wic zweitens die nicht zu T gehorigen, im Innern der 
Kugel JB liegenden Eaume beliebig verkleinern und schlieB- 
lioh zum Verschwinden bringen. Es gescliieht dies dadurcli, 
dafi die Eadien der abscUieBenden Kugeln immer melir 
verkleinert und daB die vorlier erwhnten Parallelflachen 
einander immer n&her gebracht werden. Wir wollen nun 
zeigen, daB dadurch der Wert des Oberflaclienmtegrals 
auf der reehten Seite von (3b) der ISTull beliebig nahe ge- 
bracht werden kann und im Grenzfalle = wird. 

Um das nacbzuweisen, betrachten wir zunachst den 
Teil des Oberflaclienintegrals, der uber die beiden Parallel- 
p flachen JP/ und FH zur auBeren Grenz- 

^5 ---- r* --- - . flfiche der Masse zu erstrecken ist. Ist 
Pj ein Punkt von F f , P n der entspre- 
chende Punkt von F n , d. h. der 



Fig. 21. Punkt, der mit P/ auf derselben 

male der Genzflache liegt, so sind, 
falls nur die Flachen F r und F u einander nahe genug liegen, 

die Werte von 17, -?-, -3, -5- in P z und P lr beliebig 

COD oy d# 

venig voneinander unterschieden, denn U und seine ersten 
Ableitungen sind ja im ganzen Eaume kontanuierlich. Ferner 
gelit wegen einer bekannten Bigenschaft von Parallelflachen 
die Normale von F x in P/ durch. den Punkt P n und ist 
zugleich S"ormale von F n . Bedenken wir aber, dafi in (3b) 
2f die auBere Iformale des Integrationsgebietes bezeicbnet, 
so hat in P/ N die Bichtung von P/ nach P n hin, in P /jr 
dagegen von Pn nach P/ hin, d. h. cos(J^, x) , cos(JV, y) , 
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cos(jy, z) haben in Pj und P n gleiche absolute Werte, 
aber entgegengesetzte Vorzeichen. Somit hat der Ausdruck 



u = u 



in Pj nnd P n Werte, die, absolut genommen, beliebig 
wenig verschieden sind, aber entgegengesetzte Vorzeichen 
besitzen. Gleich.es gilt fur je zwei entsprechende Punkte 
von F z und F n . Lafit man nun die Flachen F x und F n 
der Grenzflache der Masse immer naher und natter kommen, 
so ist das uber beide Fl^chen, F T und F n , erstreckte 
Integral 



schlieBlieli die Grenze einer Summe, von der je zwei Sum- 
manden von gleichem absoluten Werte, aber entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sind, das Integral verschwindet dalier. 

Existieren auBer der Grenzf lache der Masse noch andere 
Flachen, an denen A V keinen bestimmten Sinn hat, so 
hat man auch diese durch Parallelflachen auszuschlieBen 
und kann auf diese wortlich die vorhergehende Argumen- 
tation anwenden, desgleichen auf die AbschlieBungskugeln 
einzelner Punkte, wobei nur fiir P/ und P H solche Punkte 
der Kugelflache zu wahlen sind, deren Verbindungslinie 
ein Durchmesser der Kugel ist. Betreffs der Abschliefiungs- 
fl^chen von Unstetigkeitslinien ist zu beachten, dafi diese 
aus rohrenformigen Flachen bestehen, die oben und unten 
durch Stiicke von sehr Meinen Kugelflachen geschlossen 
sind. Auf die eigentlichen Bohrenflachen laBt sich die 
vorher auf die Flachen J 7 / und F n angewandte Betrach- 
tung ebenso ubertragen wie auf die AbschlieBungskugeln 
einzelner Punkte, wahrend der Teil des Integrals, der uber 
die die Rohrenflachen begrenzenden Kugelflachen zu er- 
strecken ist, dem Quadrate des Kugelradius proportional 
ist [denn do ist diesem Quadrate proportional] und mit 
diesem verschwindet, 

Weiter ist zu untersuchen, was aus dem uber die 
auBere Kugelflache B zu erstreckenden Integrale wird, 
wenn E uber alle Grenzen wachst. Zu dem Zwecke be- 
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achten wir, daB, wenn R sehr groB ist, V und daher 
auch U sehr Idem wird, so daB 



einen endliehen Wert hat, Bezeiehnen wir diesen mit 
so ist also fur sehr grofie R 



(8) 



*7== 



JT 



Ebenso werden fur groBe R die Ableitungen -^-, 

dU 

-^ immer kleiner, so daB J5 



By ' 
endlich bleibt. Gleiohes 



gilt daher fur -~ , so dafi fiir groBe R 



(8a) 



_ 
8N 



wird, wo \ eine endliche, yon R unabhangige GroBe be- 
zeichnet, Endlich wird das Flachenelement der Kugel 

(8b) do = 



dU 
wir noch fiir -^ seinen absoluten Wert, wo- 

durch der absolute Wert des Integrals vergrofiert wird, so 
haben wir also fur das uber die Kugel R erstreckte Integral 




d. h. 



(80) 



und da Ji und \ endliche, yon R unabhangige GrdBen 
sind, so wird der Grenawert unseres Integrals, fiir R = oo , 
gleich BTull. 

Wir sehen also, daB, wenn wir R uber alle Grenzen 
wachsen lassen und die innerhalb der Kugel R liegenden, 
ursprunglich nicht zum Integrationsgebiete T gehorigen 
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Baume zum Verschwinden bringen, die reclite Seite der 
Gleichung (3b) verschwindet. Aus (3b) folgt dann also: 



und zugleich umfaBt das Integrationsgebiet jetzt den ganzen 
unendlichen Baum. Das Integral (9) 1st eine Summe von 
lauter positiven Gliedern, die nur verschwinden kann, wenn 
jeder einzelne Summand verschwindet. Es muB daher fiir 
jedes Volumenelement, d. h. fiir jeden Punkt des ganzen 
Baumes, 

(10 ) _<>, ^ = 0, 4^ = 

8a) dy ' dz 

sein, d. h. : 

(10 a) Z7 = konst., 

und da U im Unendlichen verschwinden mufi, well V 
nnd V 1 diese Eigenschaft haben, so muB jene Konstante 
gleich Full sein, d. h. nach (6): im ganzen Baume ist 



Es gibt also keine von 7 verschiedene Funktion V 19 die 
mit 7 die samtlichen, 8. 98 aufgefiihrten Eigenschaften 
gemeinsam hatte. Jene Eigenschaften sind daher fiir 7 
charakteristisch. Auf diesen Punkt hat Dirichlet zuerst 
auf merksam gemacht, und man bezeichnet infolgedessen jene 
Eigenschaften haufig als Dirichletsche charakteristische 
Eigenschaften. 

c) Die charakteristischen Eigenschaften des 
Flachenpotentials, 

Fur das Potential 7 einer mit Masse belegten Fiache 
sind in den Kapiteln 4 und 7 folgende Eigenschaften ab- 
geleitet: 1. 7 ist im ganzen Baume kontinuierlich, end- 
lich und einwertig. 2. Die ersten Ableitungen von 7 
sind im ganzen Baume einwertig, kontinuierlich und end- 
lich, mit Ausnahme der anziehenden Flache selbst, wo 
sich die Ableitungen nach der ISTormale diskontinuierlich 
a/ndern, so dafi 



wird, unter K die Dichtigkeit in dem betrachteten Flachen- 
punkte verstanden, wahrend die tangentialen Ableitungen 
zu beiden Seiten der Flache den gleichen Wert besitzen. 

3. Im ganzen Baume, mit Ausnahme der anziehenden 
Flache, sind aueh die zweiten Ableitungen von V einwertig 
endlich und kontinuierlich; an der Flache selbst verlieren 
sie ilire Bedeutung. Im ganzen Baume, mit Ausnahme der 
Flache selbst, gilt die Laplacesche Gleichung 47=0. 

4. Im Unendliohen verschwinden V und seine Ableitungen, 
und zwar derart, dafi 



lim(rF), Mmr 2 



usw. 



endlich bleiben. 

Auch diese Eigenschaften sind fur das Flachenpotential 
charakteristisch, d. h. ist V das Potential einer gegebenen 
Massenverteilung einer Flache, so existiert keine andere 
Funktion 7 l , die mit 7 die samtlichen yorgenannten Eigeo- 
schaften gemeinsam hatte. Der Beweis fur diese Behaup- 
tung ist genau so zu fuhren wie beim Korperpotential. 
Wurde eine solche Funktion 7 1 existieren, so bilde man, 
wie dort, eine dritte Funktion: 

(12) F-F-Fi, 

dann hat U ebenfalls alle vorgenannten Eigenschaften, nur 
daB, da Gleichung (11) sowohl fur 7, als tor F x gilt, an 
der anziehenden Flache 



ist. Die ersten Ableitungen yon U verlieren war an der 
anziehenden Flache ihren Sinn, haben aber zu beiden Seiten 
der Flache dieselben Werte. 

Auf diese Funktion U wende man wieder die Glei- 
chung (3b), 8* 97, an und nehme als Integrationsraum 
ebenfalls das Innere einer Kugel mit sehr groBem Eadius JB . 
Doch ist, damit die Voraussetzungen, unter denen (3b) 
gultigast, zutreffen, von dem Integrationsraume die un- 
mittelbare Umgebung der anziehenden Flache F auszu- 
schliefien. Ist diese Flache geschlossen, so konstruiere man 
au beiden Seiten von F zwei F sehr nahe Parallelflachen 
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Fj und F n und schliefle den von diesem begrenzten Baum 
vom Integrationsgebiete aus. War F nicht geschlossen, so 
ergnze man F zu einer geschlossenen Elache und verfalire 
ebenso. An dem Erganzungsstucke andern sich die Ab- 
leitungen von U kontinuierlich, haben also zu beiden Seiten 
gleiche Werte. BTunmehr kann man die ganze Argumen- 
tation S. 100 bis S. 103 wortlieh wiederholen, nur daB 
tier noch die Yereinfachung eintritt, daB die vorlier im 
Innern von F vorhandenen AbschlieBungsflachen fort- 
fallen. Durch Grenziibergang findet man dann genau das 
fruhere Eesultat, dafi im ganzen Eaume 

U = , mithin F = 7 t 

sein mufi, d. h. daB es keine von V verschiedene Funktion 
gibt, die die charakteristisclien Eigenschaften mit V ge- 
mein hat. 

d) Anwendung der 'Cliarakteristisclien Eigen- 
schaften. 

Mittels der Dirichletschen charakteristischen Eigen- 
schaften kann man priif en, ob trgend eine vorgelegte Fnnk- 
tion ein Korper- oder ein Plachenpotential darstellen kann, 
und welches die zugehorige Massenverteilung ist. Wir 
wollen das an folgendem einfachen Beispiele erlftutern. 

Von einer Punktion F sei bekannt, daB sie innerhalb 
einer Kugel vom Eadius E den Wert 

(13) J % -0 

habe, auBerhalb jener Kugel den Wert 

,.^ . __ 

(13a) *. 

wo 

r* $* + y2 + ^2 

ist und der Kugelmittelpunkt den Anfangspunkt des Ko- 
ordinatensystems bildet. Es ist zu untersuchen, ob diese 
Funktion ein Potential darstellen kann, und welches. 

Zunachst sehen wir, dafi, fur r = JR, Ft*~F a wird, 
die Funktion F ist daher im ganzen Baume einwertig, 
endlich und kontinuierlich. Ferner wird 

_ _ 1 

r . F a = JB 3 , 

r r 
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und da stets ein echter Bruch 1st, auch fur bellebig 

grofie r, so sehen wir, dafi 

(14) lim(r F a ) = . 

r=oo 

Ferner wird: ' 



(15) ^r-.> 



(15 a) 



8y 



r 



Wir sehen, dafi die Ableitungen von JF\ sowoh.1, als die 
von F a einwertig, kontinuierlich und endlich sind, dafi 
ferner 



(15 b) 



=lim3J2 2 



X 8 1\ 


r r r I 



wird und ebenso limr 2 



dy 



und limr 2 







verschwin- 



den, dafi aber fur r = R im allgemeinen die Ableitungen 
von F % und F a verschiedene Werte annehmen, dafi sich 
jene Ableitungen also an der Kugelflache r = JB diskonti- 
nuierlich andern. Wir schliefien daraus, dafi F nicht ein 
Korperpotential darstellen kann. Soil F ein Flaclxen- 
potential darstellen, so mufi im ganzen Eaume, mit Aus- 
nahme der Kugelflache E selbst, A F sein. DaB dies 
fur FI gilt, lehrt der blofie Anblick der Gleichungen (15). 
DaB auch AF a = ist, ergibt % sich leicht folgendermaBen, 
Es ist 



(16) 



uad, da der Laplaceschen Gleichung genugt (s. S. 42), 
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so ist auch 




- 
Bz 

mithin 



Die vorgelegte Funktion F besitzt dalter die charakteristi- 
schen Eigenschaften des Flachenpotentials, und F % und F a 
stellen das Potential der auf gewisse Weise mit Masse 
belegten Kugelflache R dar. Um die Dichtigkeit zu 
finden, fuhren -wir Polarkoordinaten ein: 

(17) z = r cos?? , x = r sin$ 0089? , y = r sin-d sin^? , 
so wird 



< 18 > ... , . 

cos# , 





A ^VO v 

or or 



daher 



oder da fitr r = J2 r die aufiere Kngelnormale ist, 

(19.) 

Andererseits gilt fur jedes Flachenpotential die Gleichuiig 



MtMn ergibt sich fur die Dichtigkeit ^ der Wert 
3eos# 3 z 



(20) 

v ' 



: - - 
An An 



Die Dichtigkeit ist also auf der einen Kugelhallte positiv, 
auf der anderen negativ, und die Gesamtmasse ist gleich 
Null. 

Zusat?. Will man die umgekehrte Aufgabe losen 
und das Potential der Masse berechnen, die auf der Kugel 
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vom Badius E mit der Dichtigkeit 



3cos# 

4:71 



ausgebreitet 



1st, so beachte man zunachst, daB $ der (in Winkelmafi 
gerechnete) spharische Abstand eines beliebigen Punktes Q 
der Kugelflache von demjenigen festen Punkte P dieser 

Flache ist, in dem letztere von 
der 0-Achse geschnitten wird, daB 
also die Dichtigkeit der Flachen- 
/> A / belegung im Punkte Q 



(21) 




Fig. 22. 



ist. Man fiihre ferner neben dem 
Koordinatensystem #, #, #, dessen 
0-Achse durch P geht, ein neues 
Koordinatensystem a?', y', z f mit 
als Anfangspunkt ein, dessen 
positive s'-Achse durch den an- 
gezogenen Punkt A geht und 
nehme die Bbene POA zur 
In dem neuen Koordinatensystem sind die 
Koordinaten des angezogenen Punktes P 

(22) #'=0, 2/'=0 ? *'=r, 

wo r*=OA ist. Die Koordinaten ', ;', f eines be- 
liebigen Punktes der Kugel drucke man durch Polar- 
koordinaten aus, deren Achse OA ist: 

(23) f ' 5 sin A cos/4 , y'= R sinA sin/^ , f 7 = JK cos/ ; 

dann ist A gleich dem sphrischen Abstande QA 19 wo A % 
derjenige Punkt der Kugel ist, in dem diese von OA ge- 
schnitten wird, und p, ist der Winkel QA 1 P, Der Bo- 
gen PA l ferner ist gleich dem Winkel ft , den A mit OP 
bildet. In dem spharischen Dreieck PA^Q ist nun 

cos(PQ) = GOB(A 1 P) cos^iQ) + sin^PJsi 

= cos^ 1 cosA + sin$ sinJl cos/* , 
daher nach (21) die Dichtigkeit 

3 
(21 a) * = -j [cosi? cos 1 + smft sinA cos/*] . 
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Das Potential der Kugelflache in bezug auf A. ist aber 

xdo 



also, wenn man do durch die Polarkoordinaten Jl , /* aus- 
driickt und fur , a?', #', 0', f, 37', f fibre Werte aus 
(21 a), (22) und (23) setzt: 

f2 , _. ^ 3JB* f r [cosi cos;. + sJntf sin^ cos/^] sinA d^ d/^e 
"" 4J7 J7 yjB 2 



Die Grenzen* des Integrals sind I = und I = n ; 
/x = und ^ = 2 ;TZ; . Da ^ im tenner nicht vorkommt ? 
lafit sicli die Integration nach p ausfiiliren, und wegen 
der Grenzen fur fi wird 

f^A \ -rr 

(24 a) 7 = 



Das hier auftretende Integral ist ganz ahnlich dem, 
das bei der Bereclmung der Anziehung einer homogenen 
Kugelflache vorkam (s. 8. 21), und laBt sieh in ganz der- 
selben Weise ausfuhren, indem man 



zur Integrationsveranderlichen nimmt. So ergibt sick: 
7 = 




(25a) 7 = 



fur r > E / (5 r 2 ) = r E ist, daher 



+ - - } - 

Ableitung fur 
so mrd 



Da die Ableitung fur beliebige Werte von r und * gilt, 
V^Ft Oder FJF., 



je nachdem der angezogene Punkt im Innern der Kugel 
liegt oder aufi^rhalb. 



II, Abschnitt. 

Erweiternngen des Potentialbegriffs. 

Kapitel 1. 
Anziehung nacli anderen Gesetzen als dem Newtonschen. 

a) Begriff der Kraftefunktion. 

Der Begriff des Potentials laJSt sieh. auf andere Krafte 
als die nach dem Ifewtonschen Gesetze wirkenden aus- 
dehnen, wenn man nur annimmt, daB die zwischen zwei 
Massenpunkten m, /c wirkende Kraft K in die Verbin- 
dungslinie beider Punkte fallt und einer beliebigen Funk- 
tion des Abstandes Q beider proportional ist: 

(1) K 



Die Komponenten dieser Kraft sind, wenn wir dieselben 
Bezeichnnngen -wie im L Abschnitt einfuhren und auch 
m wieder als den Punkt betrachten, auf den die Wirkung 
ausgeiibt wird: 

(2) x^ 



Dabei ist, falls f(e) positiv ist, die Kraft als anziehende 
angenommen; fur abstofiende Krafte sind die Vorzeichen 
der Komponenten die entgegengeseteten. Man kann dafur 
aupli sagen: fiir anziehende Krafte ist ffa) positiv, fur 
abstofiende negativ. 

Fuhrt man eine neue Funktion F(Q) ein: 

(3) 

so wird (vgl. S. 27): 

M J 

(4) z 
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und die beiden anderen Komponenten Y, Z warden die 
Ableitungen derselben Funktion nach y und #. Es e^i- 
stiert also auch Mer eine Funktion 

(5) U-mpF(Q), 

deren partielle Ableitungen nach den Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes die Kraftkomponenten darstellen. Wir 
bezeichnen diese als Kraftefunktion, wahrend wir den 
Namen Potential oder auch ETewtonsches Potential 
fur die nach dem Newtonschen Gesetze wirkenden Krafte 
reservieren. 

Ohne weiteres kann man auch in dem betrachteten 
allgemeineren Palle yon der Wirkung diskreter Pnnkte zu 
der von Massen iibergehen, die in Eaumen oder auf 
Flachen oder anf Linien verteilt sind, Fiir Massen z. B., 
die einen begrenzten Eaum kontinuierlich eriiillen, ist die 
Kraftefunktion 

(6) U = mff/TcF(o)dv, 
und 

dV 

ds 

stellt die Kraftkomponente nach der* Eichtung s dar. 

b) Vergleich zwischen der allgemeinen Krafte- 
funktion und dem Uewtonschen Potential fur 
Punkte aufierhalb der Masse. 

Bs ist von Interesse zu untersuchen, welche Eigen- 
schaften des Newtonschen Potentials auch fur die all- 
gemeinere Kraftefunktion gelten, welche dem 3STe wtonschen 
Potential eigentumlich sind. Dabei wollen wir die Masse m 
des Punktes, auf den die Wirkung ausgeubt wird, der 
Einfachheit wegen = 1 setzen, also fur anziehende raum- 
liche Massen 
(6a) U 



setzen und analog fur anziehende Flachen 
(6b) U = ffxl?(e)do. 

Obne jede Inderung laJSt sich der Begriff der Mveau- 
flachen und Kraftlinien auf die allgemeine Kraftefunktion 
ausdehnen. Die Fiveauflachen sind bestimmt durch 
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U = konst., sie stehen uberall auf der wirkenden Kraft 
senkreeht, und die Kraftlinien warden durch dieselben 
Differentialgleichungen bestimmt wie beim IsTewtonschen 
Potential (s. S. 34). 

Wie das Potential sind f erner auch die Kraf tef unktion 
und ihre Ableitungen kontinuierliche Funktionen der Ko- 
ordinaten des angezogenen (resp. abgestoBenen) Punktes, 
solange letzterer auBerhalb der anziehenden Masse liegt. 
Dagegen sind die Satze, die iiber das Verhalten des Po- 
tentials und seiner Ableitungen im Unendliclien aufgestellt 
sind (S. 38 40), dem Bsewtonsehen Potential eigenttim- 

Eoh. Sie berulien darauf, dafi F(p) gerade = ist. Je 

e 

nach der Annahme iiber f(o) kann U im Unendliehen 
verschwinden oder auch nicht, und die Art, wie U sich 
im ersteren Falle dem Werte Ifull nahert, ist im allge- 
meinen eine andere als beim Potential. 

Auch die Laplacesche Differentialgleichung gilt allein 

fiir f((>)=~. Bilden wir fur ein anderes Anziehungs- 
gesetz 

(7) 4U 



und soil A U fur eine beliebige Massenverteilung ver- 
schwinden, so mufi 

(7 a) 

sein. Nun ist 



daher 
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Setzt man diesen Wert von A[F(o)] in (7 a) ein und divi- 
diert durch ~ /*(#), so folgt: 

3 

-i _ 9 

also, wenn man integriert und die Integrationskonstante 
mit logO bezeiclinet: 



log \ f(e) I + logfe 8 ) logC 
oder 



d. h. nur fur das Newtonsche Gesetz gilt die Laplace - 
sche Differentialgleichung. 

Zusatz: 1st f(o) -= #, also die Anziehung der Bnt- 
fernung proportional, so wird 



wo M die gesamte wirkende Masse bezeichnet. 

Pur das neuerdings mehrfach untersuchte Gesetz 



fur das 



wird, ergibt sich 



c) Die Kraftefunktion fiir Punkte innerhalb 

der wirkenden Masse bei dem Gesetz . 

Q* 

Ob die Kraftefunktion U und ihre Ableitungen noeh 
fur Punkte, die der wirkenden Masse angehoren, einen 
Sinn behalten, liangt lediglich von der!N"atur derFunktion 
ffa) ab. 1st diese Punktion auch fiir = endlich, so 
kann man die Ausdriicke fur U sowie fur die ersten und 
zweiten Abieitungen von U ohne weiteres auch auf Punkte 
einer raumlichen Masse anwenden. Anders aber verhalt 



W an g er i n, Theorie des Potentials, I. , t . 

T*i\ v ,\l i i ^ 4 1 
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sicli die Sache,- wenn ftir Q = die Funktion f(g) unend- 
lich wird. Von besonderem Interesse ist Mer der Fall 

~, 

wo v irgend eine positive Zahl ist \p = 1 bildet insofera 

/1\ 
eine Ausnafcme, als dann F(Q) = l S\~J ^rd]. 

Wir wollen zunaehst untersucben , fur welche Werte 
vou p die Kraftefunktion einer raumlichen Masse, die 
durcL. (6 a) gegeben ist, noch einen endlichen Wert besit2Jt, 
wenn der PunW A(x, y, z) der Masse angehort. Zu dem 
Zwecke schliefien wir, wie S. 52 53, sunachst die un- 
mittelbare Umgebung des Punktes A von dern Integrations- 
gebiet aus, indem wir um A eine beliebige geschlossene 
Flache^ beschreiben und die Integration fiber das zwischen 
K und der aufieren Grenzflache liegende Volumen er- 
strecken. Zugleich. fukren wir, wie S. 53, raumliche Polar- 
koordinaten mit A als Anfangspunkt ein, so geht der 
Ausdruck (6 a) iiber in: 



(8) 



und zwar ist nach Q zu integrieren von Q = d bis Q = gi f 
wo <5 und 1 die Abstande der Punkte JS und JB X von JL 
bezeichnen, in denen der Badius von der Bichtung $ y> 
die Elache K und die auBere Grenzflache der Masse 
schneidet. Wenn nun p ^ 3 ist, so steht in dem Integral 

1 
(9a) 



eine positive Potenz von ^ oder die nullte Potenz, und 
daher hat das Integral (9 a) auch f iir <5 = einen be- 
stimmten endlichen Wert. Dasselbe gilt auch noch. fur 
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Werte von p zwischen 3 und 4. Denn die Anwendung 
des Mittelwertsatzes gibt: 



914 




1st 4 p > , so 1st fur <5==0 auch <5 4 -? = , und da ft 
seiner Bedeutung nach eine tiberall endliche Funktion der 
Koordinaten ist, so ist M(k), der Mittelwert von &, stets 
endlich. Auch hier hat also das Integral (9) fur <? = 
noch einen bestimmten endlichen Wert, und dieser Wert 
ist unabhangig von der Art und Weise, wie 6 = wird, 
d. h. unabhangig von der Art, wie die Abschliefiungsflache 
X sich zum Punkte A zusammenzieht. 

Ist jedoch p>4, so stellt d 4: " p eine negative Potenz 
von d dar, fiir 5 = wird daher <5 4 - p unendlich. Fur 
p = 4 wird die rechte Seite von (9b) 



also ebenf alls = oo fur d = . Man sieht f erner, dafi U 
auch nicht unbestimmt wird, dadurch etwa, dafi das Integral 
eine Summe von positiven und negativen unendlich groBen 
Summanden darstellt. Denn ist Tc uberall positiv, so auch 
M (Jc) , und sin# ist, da nach $ von bis n zu integrieren 
ist, ebenf alls positiv. Die Glieder, die unendlich grofi 
werden, haben also samtlich das gleiche Zeichen. Falls 
aber Tc innerhalb der Masse sein Zeichen wechselt, teile 
man das Integral U in zwei Integrale, deren eines die 
Eaum teile mit positivem fc umfafit, das andere die mit 
negativem fc. Liegt A in dem ersten Kaumteil, so hat 
das zweite Teilintegral einen bestimmten endlichen Wert, 
der von d ganz unabhangig ist, sich also mit <5 = nicht 
andert, das erste Teilintegral aber wird aus dem oben 
erorterten Grunde unendlich grofi. STur wenn A gerade 
an der Grenze beider Eaumteile liegt, wird U unbestimmt. 
Wir sehen also: U behalt stets einen bestimmten end- 
lichen Wert, wenn p < 4 ; U verliert aber fur Punkte der 
Masse seinen Sinn, wenn p ;> 4 ist. 

d) Die Anziehungskomponenten fur Punkte der 
Masse bei dem Gesetz l:gP. 

8* 
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Die X-Komponente der Anziehung ist 



also nach Einfuhrung von Polarkoordinaten mit A als 
Anfangspunkt und der Parallelen zur 0-Achse als Aohse 
der Polarkoordinaten: 

d U fff^Q 2 $6 cos?? sin#d!#dy 
(lOa) X - ^ - JJJ -- p 

Wird wieder die Umgebnng des Pimktes A vom Inte- 
grationsraum ausgeschlossen, so haben wir an Stella des 
Integrals (9 a) hier das Integral 



(lOb) 

Damit dies auch fur <$ = einen bestimmten endlichen 
Wert hat, muB 

sein. Wir konnen hier aber nicht behaupten, daB fur 
p fe 3 X = oo wird. Denn wenn auch das Integral (lOb) 
unendlich wird, so besteht, wegen des Faktors cos#, Z 
aus einer Summe von Gliedern, die teils positiv, teils 
negativ unendlich sind, wenigstens solange A im Innern 
der Masse liegt. Z wird nur vollig unbestimmt. Falls 
jedoch A auf der Grenzflache der Masse liegt, so liegt 
die Abschliefiungsflache K ganz auf einer Seite der in A 
an die Grenzflache gelegten Tangen- 
tialebene. Die Integration nach $ , <p 
ist daher nicht, wie fur innere Punkte, 
iiber eine Kugelflache zu erstrecken, 
sondern nur iiber eine Halbkugel. Legt 
man zugleich die Z-Achse so, daB 
sie mit der inneren M"ormale der Grenzflache in A zu- 
sammenfallt, so ist nach & von bis \ : n zu integrieren, 
cos^ ist also innerhalb der Integrationsgrenzen positiv. 
Zugleich kann man die Abschliefiungsflache K von vorn- 
herein so klein t wahlen, daB To innerhalb derselben sein 
Zeichen nicht andert. Dann stellt f ur p ^ 3 und 5 = 
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das Integral fur X eine Summe von Gliedern dar, die 
samtlich einerlei Vorzeichen haben und, absolut genommen, 
unendlich groB sind. Jenes Integral wird also unendlich 
groB. Wir haben damit den Satz, der fur konstante fc 
zuerst von Gaufi ausgesprochen ist: 

Satz. Eine raumliche Masse, die einen auBeren 

Punkt nach dem Gesetze anzieht, wo p S> 3 , ubt 

auf einen Punkt der Oberflache eine unendlich grofie 

normale Anziehung aus. 

Was den unbestimmten Wert von X fur Punkte 
innerhalb der Masse betrifft, so laBt sich zeigen, daB es 
sich hier nicht um eine scheinbare Unbestimmtheit handelt, 
wie bei den zweiten Ableitungen des Newtoaschen Po- 
tentials , sondern daB X f ur p ;> 3 keinen bestimmten 
Sinn mehr hat. Zu dem Zwecke betrachten wir den Fall 
eines konstanten fc und nehmen als AbschlieBungsflache 
K eine um A mit dem Eadius <5 beschriebene Kugel, so 
wird f ur p > 3 das Integral (10 b) 



iJJ^~_J/Ji _ L\ 
K J Q p-2-~p-3\d'i>-* fl f- 8 r 
A 

daher, da <5 von ft und cp unabhangig ist, 



<p\ 

/ 



ist, da naeh & von bis JT, nach 9? von bis 2ar 
zu integrieren ist, 



daher zunachst fiir jedes <5 > : 
_ ft 



und lafit man jetzt <5 ~ werden, so behalt X einen be- 
stimmten endlichen Wert. 

Das trifft aber nur fur die angenomrnene AbschlieBungs- 
flache zu. Wahlt man fur letztere statt der Kugel z. B. 
die Flche 
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wo er eine sehr kleine GroBe, n eine positive Zahl < 1 be- 
zeichnet, so tritt an die Stelle der Gleichung (11) die i olgende : 



(11 a) 



>-3 



Nun ist 

//(I + n cos#) sin?? cos$ d&dy 
und 



,._!, wenn n von e unabhangig ist, = oo fur e = 0, wahrend 
wenn n von e abhangt, das Integral jeden beliebigen Wert 
annehmen kann, je nach der zwischen n und s angenommenen 
Beziehung. Ahnliche Schlusse wurden sich auch f ur andere 
AbschlieBungsflachen ergeben. Der Wert von X fur p > 3 
ist also vollig unbestimmt, namlich abhangig von der 
Natur der Flache K, die die Umgebung des Punktes A 
vom Integrationsgebiet ausschlieBt und sich nachher zum 
Punkte A zusammenzieht. Dasselbe Eesultat laBt sich 
auch f ur p = 3 in ahnlicher Weise ableiten. 

Anmerkung 1. DaB X auch fur Punkte der Masse 
gleich der Ableitung der Kraftefunktion nach X ist, laBt 
sich streng genau ebenso zeigen, wie fur den Fall p = 2 
(s. S. 55), vorausgesetzt, daB X einen bestimmten end- 
lichen Wert hat. 

Anmerkung 2. Fiir den Fall einer homogenen Kugel- 
scbale lassen sich die Integrate fur U und X ausfuhren, 
falls man Polarkoordinaten einfuhrt, deren Achse durch 
den Punkt A geht. 

e) Das Anziehungsgesetz l:g* fur Massen, die 
auf Flachen ausgebreitet sind. 

Wir wollen zunachst den speziellen Fall einer homo- 
genen Kreisflache betrachten, die einen senkrecht uber dem 

Mittelpunkte gelegenen Punkt A nach dem Gesetze an- 
zieht. Es ist das dieselbe Aufgabe, die S. 15 ff. fiir das 
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If ewtonsche Anzielmngsgesetz behandelt ist. Hit den dort 
eingefuhrten Bezeichnungen haben wir (fur p ^ 1) : 



(12) 



Liegt A auf der positiven 0-Achse, so 




1 X u 8b j 
V ' 



^t/ " 



T f 
-lj 



Kahert sich der angezogene Punkt der Flaclie immer melir 
nnd wird schlieBlich = 0, so sieht man, daB | Z \ = oo 
wird fur p > 2 . 

Die Kraf tefunktion der anziehenden homogenen Kreis- 
flache wird, falls z wieder positiv 1st, 



2jr R 



rdrdy 




(13) 



wahrend f iir p = 3 
(13 a) U = 



ist. Fur p ^ 3 und # = wird also U unendlich. 

Das Eesultat lafit sich auf eine nicht homogene Kreis- 
jQache ausdehnen, wobei angenommen werden moge, dafi 
uberall das gleiche Vorzeichen liaben m6ge, und zwar sei x 
positiv. Hier wird 

(13b) V--- *"l ? * rdrd( P 
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Setzt man in (13b) fiir seinen kleinsten Wert ^ und 
nennt U l den zugehorigen Weit von U , so ist U t <C", 
wahrend, wenn fiir sein grofiter Wert # 2 genommen und 
der zugehorige Wert von U mit U 2 bezeichnet wird, U%>U 
ist; also ist fiir jeden Wert von z : 

U l <U<U 2 . 

Bleiben nun D^ und J7 2 auch fur # = endlich, so gilt 
das gleiche fur Z7, wahrend 17 oo wird, wenn Z7 X und 
?7 2 es werden. Fur TJ und J7 2 aber gilt, da x und ^ g kon- 
stant sind, das vorige Eesultat, mithin gilt es auch fiir U. 
Auf die absoluten Werte von Z laBt sich dieselbe Argu- 
mentation anwenden. 

Handelt es sich weiter um eine beliebige anziehende 
Fiache, so teile man diese genau wie S. 91 in zwei Teile 
und bescliranke, wie dort, die Untersuchung auf den Teil I . 
Mmmt man den S. 91 definierten Kreisradius unendlich 
klein an, so wird der Flachenteil I unendlich klein: Eine 
unendlich kleine Flache aber kann man als in der Tan- 
gentialebene liegend ansehen, da das Lot, das von einem 
dem Beruhrungspunkte unendlich nahen Flachenpunkte 
auf jene Ebene gefalll wird, unendliclt klein von der 
zweiten Ordnung ist. Ersetzt man aber den unendlich 
kleinen Flachenteil I durch den entsprechenden Teil der 
Tangentialebene, also durch eine ebene Kreisflache, so 
kann man das fur eine Kreisflache abgeleitete Eesultat, 
das auch fur unendlich kleine Werte von jR giiltig bleibt, 
anwenden. Fiir unendlich kleine E ist ferner die obige An- 
nahme, daB ^ innerhalb des Kreises iiberall gleiches Vor- 
zeichen hat, von selbst erfullt. 

Somit sehen wir, daB bei Flachen, die einen Massen- 

punkt nach dem Gesetze - anziehen, die Kraftefunktion 

e p 

fur einen in die Flache fallenden angezogenen Punkt nur 
endlich bleibt, falls p < 3 , die normale und damit auch 
jede nicht in die Tangentialebene fallende Anziehungs- 
komponente aber nur dann, wenn p ^5 2 ist. 

Anmerkung. Fur eine homogene Kugelflache 
ergibt sich das Eesultat ebenfalls durch direkte Bech- 
nung. 
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f) Die zweiten Ableitungen der Kraftefunktion 
raumlicher Massen fur Punkte der Masse bei dem 

Anziehungsgesetze . 

Wir benutzen eine ahnliche Transformation wie bei 
den zweiten Ableitungen des Newtonschen Potentials. 
Liegt zunachst der Punkt A(cD,y,#) aufierhalb der 
Masse, so wird: 

1 





'jj Q p e P-I. 

Durch Anwendung des Hilfssatzes I, S. 60, folgt hieraus: 



, 

+ 



Um diese Formel auch auf einen Punkt J. der Masse an- 
wenden zu konnen, mussen wir A durch eine Absehliefiungs- 
flache "K vom Integrationsgebiet ansschliefien, und da jene 
AbscUiefiungsflache mit zur Grenze des Integrationsgebiets 
gehort, so zerfallt das erste Integral auf der rechten Seite 
von (14) in die Summe zweier Integrale, eines, das fiber 
die &uBere Grenzflache G der Masse, und ein zweites, das 
uber K zu erstrecken ist. Piir das letztere Integral ist N 9 
die aufiere Normale des Integrationsgebiets, die nach dem 
Jnnern von K gerichtete Normale. Ist N' die auBere 
Normale von K , so ist (JV, f) = n (N', |) , und das in 
Eede stehende Integral wird, wenn wir noch, wie vorher, 
den von A nach einem Punkte von K gezogenen Eadius 
mit 6 bezeichnen: 




Das Plachenelement do von K drucken wir mittels der 
Gleichung (10), S. 66, durcli seine Projektion auf eine Kugd 
vom Eadius 1 aus: 
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so geht (14 a) uber in: 



1st nun p < 3 , so wird fur <5 = aucli das Integral (14 b) 
, und zwar gleicbgultig, welche Flache Z wir zugrunde 
gelegt batten, und wie sich. diese dem Punkte A nahert. 
Fiir p =3 und p>3 dagegen veischwindet das Integral (14 b) 
Sur <5 = nicht, sein Wert 1st von der Natur der Flache K 
und der Art, wie sicli diese zum Punkte A zusammenzieht, 
abhangig. Wir erkennen daraus, daB die Formel (14), in 
der das erste Integral rechts rnir uber die auBere Grenz- 
flache der Masse zu erstrecken ist, fiir Punkte der Masse 
ebenfalls gilt, aber nur, falls p < 3 . 

tTbrigens lelirt diese Betrachtung aufs neue, daB fur 
Werte yon p zwischen 3 und 4 (4 ausgescklossen), fiir die 

ja, falls -= iiberall endlich ist, das zweite Integral auf 

der rechten Seite von (14) noch einen bestimmten endlichen 
Wert hat, X fur Punkte der Masse vollig unbestimmt wird. 
Durch die Formel (14), die, wie gezeigt, fur p < 3 auch 
fur Punkte der Masse gilt, ist X als Summe zweier Kraf te- 
funktionen ausgedriickt: 



(15) X = =Tf 1 + ^ J 

namlicli der Kraftefunktion W l einer auf der aufleren Grenz- 
flaehe mit der Dichtigkeit fc cos(JV, I) ausgebreiteten Masse 
und der Kraftefunktion TF 2 einer raumlielien Masse von der 

<9fe 
Dichtigkeit -^ . Aus (15) folgt: 

BX 



(lob) 

Fiir Punkte A im Innern der Masse hat -5 * einen be- 

ox 

stimmten endlichen Wert, da A ja aufierhalb der auf der 

8 W<> 
Grenzflache ausgebreiteten Masse liegt, r-^ hat einen end- 

lichen Wert, da p < 3 ist. Mithin bleibt f fir p < 3 auch 
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8lc 
-= j endlich, vorausgesetzt nur, dafi -^ in dem betrach- 

teten Punkte A endlich ist. Eiickt dagegen A an die aufiere 
Grenzflache der Masse, so wird nach den in e) abgeleiteten 

Eesultaten -^-i = oo, sobald p> 2 ist, wahrend ^ fur 

GX OX 

alle p < 3 endlich bleibt. Fur Punkte der Grenzflache 



der Masse wird daher -5- ^= oo , sobald p > 2 ist. 



Kapitel 2. 

Ermittelung yon Anziehungsgesetzen mit bestimmten 
Eigenschaften. Eorper groBter Anziehung. 

a) Wir wissen (s. 8. 26), dafi eine von zwei konzen- 
trischen Kugeln begrenzte Scliale, deren Dichtigkeit nur 
von dem Abstande yom Mittelpunkte abhangt, bei Zu- 
grundelegung* des Newtonschen Gesetzes auf einen Punkt 
des inneren hohlen Eaumes gar keine Anzieliung ausiibt. 
Wir fragen, ob das Newtonsche Gesetz das einzige ist, 
das diese Eigenschaft hat. 

Zur Beantwortung der Frage geniigt es, statt der An- 
ziehung der Scliale die einer homogenen Kugelflaehe zu 
betrachten. Denn einerseits mufi, wenn von keiner der- 
artigen Schale eine Wirkung ausgeubt werden soil, das- 
selbe auch Mr eine unendlich dunne Schale, d. h. fur eine 
Kugelflache gelten. tJbt andererseits die Kugelflache keine 
Wirkung aus, so gilt ein Gleiches von der Schale von end- 
licher Dicke, die man ja durch konzentrische Kugeln in 
unendlich dunne Schalen zerlegen kann. Wir fragen daher : 
Welche Form muB das Anziehungsgesetz f(o) haben, damit 
eine homogene Kugelflache auf einen inneren Punkt keine 
Wirkung ausiibt? 

Werden raumliche Polarkoordinaten eingeEuhrt, deren 
positive ^-Achse durch den angezogenen Punkt A geht, 
und ist z der Abstand des Punktes A vom Kugelmittel- 
punkte, B dor Kugelradius (JB> &) 9 so ist nach (6b), S. Ill, 
die Kraftefunktion 2 ^ 

(1) U = x J2 Jj 

o o 
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worin I(g) die durch Gleichung (3), S. 110, definierte Punk- 
tion bezeichnet, und es ist 



(2) @ 2 = B 2 + 2? ZRz cos?? . 

Da Q von <p unabhangig 1st, kann man die Integration 
nach cp ausfiihren. Die Integration nach $ ferner ersetze 
man durch eine solche nach , so wird 

Q ^ JB _ ^ fur 7? = , 

^==1? + ^ fiir # = :*, 
und daber 



Wenn man das unbestimmte Integi*al 

(4) 

setzt, so wird 



und die auf den Punkt A ausgeubte Kraft, die die Bich- 
tung der #-Acbse hat, ist -TT . Soil auf den Punkt A keine 
Wirkung ausgeubt werden, so muB 



sein Oder 
(6 a) 





80 \ 



wo ^(jB) eine willkiirliche Punktion von B bezeicbnet; 
und die Gleichung (6 a) mufl, falls unsere Porderung fur 
jede homogene Kugeffl^che erfullt sein soil, fiir beliebige 
Werte von B und alle st < -B gelten. Unsere Prage re- 
duziert sich daher auf folgende: Welcben Wert mufi die 
Punktion haben, damit zwischen zwei unabhS.ngigen 
Veranderlichen JB , z die Belation (6 a) bestehen kann. Nun 
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gilt fur die linke Seite von (6 a), welches auch der Wert 
von sein mag, die Gleichung: 



mithin mu6 auch 



d. h. 

/Q x 
(8a) 

sein, also, da 2 von versehieden ist, 
(9) y(JB) = 4JL 22 + 4JB , 

wo A und B willkurliclie Konstante sind. Somit geht 
(6 a) uber in: 

10) ^(22 + *) - 0(B - 0) - 4 JL0JS + 

Setzt man hierin 
(11) 22 + # 

so erhalt man 



oder 
(12) 

Da B und unabhangige Veranderliche sind, sind es ancli 
u und 0; denn man kann ja z. B. E und z so todern, 
dafi JJ & unverandert bleibt, JR + # allein sieh andert, 
und umgekehrt. Soil Gleichung (12) aber fur beliebige, 
voneinander unabhangige Veranderliohe M, v bestehen, 
so muB jede Seite einer Konstanten C gleich sein; denn 
differentiiert man nach w, so wird die rechte Seite, und 
differentiiert man nach t> , so wird die linke Seite . 
Wir haben also fiir beliebige positive Argumente: 

(13) 

also auch 
(13a) 
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Die Differentiation von (13 a) ergibt mit Eiicksicht auf (4): 



~ 
daher wegen Gleichung (3) S. 110: 



(U) f(o) 



f) ~n 

jr 

2 7? 



das ist aber das Newtonsche Gesetz. Wir haben daiier 
das Eesultat: 

Das Newtonsche Gesetz ist das einzige, bei dem 

eine von zwei konzentrisehen Kugeln begrenzte Schale, 

deren Dichtigkeit nur von dem Abstande vom Mittel- 

punkt abhangt, auf einen Punkt des inneren liohlen 

Eaumes keine Wirkung austibt. 

Anmerkung. Bei der vorstehenden Argumentation 

ist vorausgesetzt, daB die Anziehung allein von Q abhangt. 

Mmmt man aber an, daB die Anziehung auch von der 

Grofie des Kugelradius E abhangt, daB also schon die 

Punktion f($) und daher auch die Funktionen F(Q) und 

0($) neben ^ noch B enthalt, so bleibt zwar die Gleichung 

(6 a) bestehen, es gilt aber nicht mehr die Gleichung (7). 

Diesen Pall weiter zu verfolgen, hat kein besonderes 

Interesse. 

b) Das Ifewtonsche Gesetz hat ferner die Eigenschaft, 
da6 eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte Schale, 
deren Dichtigkeit sich nur mit dem Abstande vom Mittel- 
punkt andert, einen aufieren Punkt so anzieht, als ware 
die Masse der Schale im Mittelpunkte vereinigt. Wir 
-vrollen untersuchen, ob das Newtonsche Gesetz das ein- 
zige ist, das diese Bigenschaft besitzt. Dabei konnen wir 
uns aus demselben Grunde, wie in a) (siehe S. 123), auf 
eine anziehende Kugelflache beschranken. 

Benutzen wir dieselbe Bezeichnung wie in a), so tritt 
hier gegen a) nur der Unterschied ein, daB fur auBere 
Punkte z > R . Bei Berechnung der Kraftefunktion U 
wird daher die untere Grenze des Integrals (3), die $ = 
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entspricht, z JR; denn q ist die positive Wurzel der rech- 
ten Seite von (2). Nach Einfiihrung der Eunktion &(Q) 
[Gleichung (4), S. 124] wird dalier in unserem Ealle 

(15) U = 2nx~ [*( + R) - $(* -J2)] . 

Andererseits ist die Kraftefunktion eines einzelnen im 
Mittelpunkt der Kugel gelegenen anziehenden Punktes, 
in dem die Masse der Kugelflaehe, d. h. 4jr^E 2 , konzen- 
triert ist: 

(16) D r 1 = 4jrxJS 2 jP(r), 

wo r den Abstand des angezogenen Punktes vom Mittel- 
punkte bezeichnet. Soil der angezogene Punkt nnser 
Punkt A (0 , , z) sein, so ist r = & , also 

(16 a) Ui ==4^^Je 2 P() . 

Sollen die Kugelflache nnd der Massenpunkt auf A eine 
Wirkung von gleicher GroBe und Eichtnng ausiiben, so muB 

dU 

Bz 
sein, d. h. 

a 
1 



Oder, wenn man nach z integriert und die Integrations- 
konstante, die ja von R abMngen kann, mit ^(R) be- 
zeictinet: 



(17a) $ 

Diese Gleichung mufi wieder f iir beliebige R und be- 
liebige z > R gelten. Werden aber R und # als unab- 
hangige Veranderliche angesehen, so gilt fur die linke Seite 
von (17 a) wiederum die Gleichung (7). Bs miissen also 
auch die zweiten Differentialquotienten der rechten Seite 
nach z und nach R einander gleich sein, d. h, 



(18a) 
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nnd da z und JB unabh&ngige Veranderliche sind, so muB 
wie vorher (S. 125) jede Seite yon (18 a) einer Konstanten 
gleich sein. Bezeichnen wir diese mit 3(7, so wird 
demnach 



welter, wenn Oj nnd 2 neue Konstante sind, 

*[**(*)] 
___ = _ 



(19a) 

nnd da endlich nach (3), 8. 110 

fto--J5 
ist, so wird 

(20) 

also auch 
(20a) 



Fiir == gibt (20 a) das Newtonsche Q-esetz, dagegen fur 
2 = eine Anziehung (oder fur negative C eine AbstoBung) 
direkt proportional der Entfernung. Wir haben also fol- 
gendes Eesultat: 

Das ISTewtonsche Gesetz ist nicht das einzige, bei 
dem eine von zwei konzentrischen Kugeln begrenzte 
Schale, deren Dichtigkeit nur eine Funktion des 
Kugelradius ist, einen aufieren Punkt so anzieht, 
als ware die Masse der Schale im Mittelpunkte ver- 
einigt. Bs teilt diese Eigenschaft mit dem Gesetz, 
bei dem die Anziehung, resp. AbstoBung zweier 
Massenpunkte ihrem Abstande direkt proportional ist. 
c) Der Korper groBter Anziehung fur das An- 

ziehungsgesetz . 

Die zu behandelnde Frage ist folgende: Welehe Ge- 
stalt muB ein Korper von gegebenem Volumen und ge- 
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gebener konstanter Dichtigkeit besitzen, um auf einen 
materiellen Punkt eine moglichst grofle Anziehung aus- 
zuiiben? 

Dabei kann man die Eichtung der Kraft als gegeben 
annehmen. Denn durch Drehung des mit dem angezogenen 
Punkte A fest verbunden gedachten Korpers um den 
Punkt A kann man die auf A ausgeubte Kraft in jede 
beliebige durch A gelegte Linie fallen lassen. 

Macht man A zum Anfangspunkt der Koordinaten 
und die Eichtung der Kraft zur positiven #-Achse, so 
musseti sich die von den verschiedenen Massenelementen 
dp herruhrenden, zur #-Achse senkrechten Komponenten 
aufheben; yon der Anziehung, die ein beliebiges Element 
dp auf A ausubt, ist also nur die #-Komponente wirksam. 
Diese ist, wenn f, 7y, f die Koordinaten von dp sind: 



Da alle dp positiv sind, so hat X das Vorzeichen von f . 
Auch nimmt \X\ ab, wenn bei festgehaltenem f der Ab- 
stand y^ 2 + C 2 des Elements dp von der a?-Achse ver- 
groBert wird, Ferner kann die a?-Aehse nicht ganz auBer- 
halb der anziehenden Masse liegen, weil sich dann die zu 
x senkrechten Komponenten nicht aufheben wiirden. a? 
muB vielmehr die Grenzflache der Masse schneiden. 

Dies vorausgeschickt, betrachten wir eine Masse von 
konstanter Dichtigkeit, die von einer geschlossenen Flaehe 
J? begrenzt wird, und fragen, wie man die Gestalt der 
Masse andern kann, ohne Volumen und Dichtigkeit zu 
andern, Es kann das nicht dadurch geschehen, daB man 
im Innern gelegene Massenteile herausnimmt und sie auBen 
an irgendeiner Stelle von F anfugt; denn dadurch wurde 
im Innern ein Eaum von der Dichtigkeit Null entstehen, 
und die Dichtigkeit wtirde nicht mehr uberall die gleiche 
sein. Man kann daher die verlangte Anderung nur so 
vornehmen, daB man Massenelemente, die umnittelbar an 
der Grenzflache F liegen, aus ihrer Stelle entfernt und 
sie an einer anderen Stelle von F der Masse meder an- 
fiigt. Durch Wiederholung dieser Operation kann man 
allmahlich der Masse eine andere Form geben, ohne daB 

"Wangerin, Theorie des Potentials L 9 
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sich Dichtigkeit und Volumen andern. Soil nun die ur- 
spriingliche Masse ein Korper groBter Anziehung sein, 
so muB seine Grenzflache so beschaffen sein, daB durch 
die beschriebene Verlegung von Massenelementen der Ober- 
flkche die Jf -Komponente der Anziehung stets verkleinert, 
nie vergroBert wird. Dazu ist zuerst ndtig, daB die ganze 
Masse auf der Seite des positiven x liegt. Denn fur ein 
Massenelement #/t, dessena>Koordinatenegativist, istnach 
(21) X negativ. Durch Verlegung von dp nach irgend 
einem Punkte mit positivem f wurde das Vorzeichen von 
X geandert, also X und damit die gesamte Kraft, die ja 
die Eiehtung +00 hat, vergr6Bert. Fur den Korper groBter 
Anziehung muB daher F ganz auf der Seite der positiven 

x liegen. Ferner ist erforder- 
licli, daB fiir gleiche Massen- 
elemente, die an verschiede- 
nen Stellen von F liegen, die 
.X-Komponente der Anziehung 
den gleichen Wert hat. Um 
das nachzuweisen, betrachten 
wir zwei gleiche Massenele- 
mente dp = dfo , die an den 
Fig. 24. Stellen P und P l von F liegen, 

und bezeichnen die J-Kompo- 

nenten der von dfi und dfa auf A ausgeubten Anziehung 
mit X und JTj, ferner mit X' die Komponente der An- 
ziehung, die dp ausuben wurde, wenn es von der Stelle P 
fortgenommen und in P l von auBen an F angesetzt wiirde. 
Fach dem oben Gesagten sind die #-Koordinaten von P und 
P! positiv, daher auch X , XL , X' positiv. BTach der Ver- 
legung von Afi each P haben die Blemente dp und d^ 
dieselbe a?-Koordinate f , dagegen hat dp , das von auBen 
an F angelegt ist, einen groBeren Abstand von der #-Achse 
als <?/*!, das von F aus nach innen liegt; folglich ist 

(22) 




wenn auch der Unter^chied beider nur unendlich klein 
ist. War nun X < X 1 und der Unterschied zwischen J 
und X l ein endlicher, so ist 

(23) X < X' . 
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Denn X ' ist zwar kleiner als X , unterseheidet sich' aber 
von Xj nur um unendlich kleines, wahrend X < X 1 und 
der Unterschied beider endlich ist. Bei der Annahme 
X < X wiirde also durch die beschriebene Verlegung von 
dp eine VergroBerung der Anziehung parallel a? erfolgen. 
Bei der Annahme X> X l erhalt man ebenso eine Ver- 
groBerung der JT-Komponente, wenn man Ufa von P t 
nach P verlegt. Bei beiden Annahmen kann also durch 
Verlegung von Massenteilchen eine VergroBerung der X- 
Komponente der Anziehung herbeigefuhrt werden, was 
bei dem KSrper groBter Anziehung nicht der Fall sein 
darf. Wenn dagegen X=X^ ist, so wird nach (22) so- 
wohl durch die Verlegung von dju, nach P : , als dureh die 
Verlegung von dfa nach P stets eine Verkleinerung der 
X-Komponente hervorgebracht. Bei dem Kdrper grfiBter 
Anziehung muB das nun fur zwei an beliebigen Stellen 
von F liegende Elemente dp = dfa der Fall sein, d. h. 
fur den Korper groBter Anziehung muB die Grenzflache 
F die Eigenschaft haben, dafi gleiche Massenelemente dp , 
die an verschiedenen Stellen von F liegen, die gleiche 
X- Komponente der Anziehung besitzen. 

Danach ergibt sich die Gestalt der Grenzflache JP des 
Korpers groBter Anziehung unmittelbar aus (21). Sind 
, 17 , die Koordinaten eines beliebigen Punktes von F , 
so muB 

(24) , , * _ . B . , konst. 

1 '* 1 



sein, oder wenn die Konstante, die ja positiv sein muB, 
da | positiv ist, mit bezeichnet wird: 



(24a) ^ + ^-f - of I . 

Die Flache F ist also eine Botationsflache, die die Rich- 
tung der Kraft zur Achse hat. Die Flache schneidet die 
#-Achse in den Punkten = und ! = ; der an- 
gezogene Punkt A liegt also auf der Oberflache des 
K6rpers, der auf ihn die groBte Anziehung ausiibt. Da- 
mit die Anziehung, die A erleidet, nicht unendlich groB 
wird, muB nach S. 117 p < 3 sein. 

9* 
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Fur das Ifewtonsche Anziehungsgesetz p = 2 wird 
die Grenzflache des Korpers groBter Anziehung 

(24b) (P + 9 + f*) 3 -a*. 

Damit (24 a) eine Kugel darstellt, muJB p = 1 sein. Also 
nur bei einer Anzielmng umgekehrt proportional der 
ersten Potenz des Abstandes ist die Kugel em Korper 
groBter Anziehung, fur andere Gesetze, insbesondere auch 
fur das Uewtonsche Gesetz aber nicht! 

Wir wollen noch die Anziehung, welche der Korper 
grSBter Anziehung auf seinen Pol A ausubt, berechnen 
und sie vergleichen mit der Anziehung, die eine Kugel 
von gleichem Volumen und gleicher Dichtigkeit auf A 
ausuben wurde. Zu dem Zwecke fuhren wir Polarkoordi- 
naten ein mit der o?-Achse als Polarachse, setzen also 

=^008$, YI = gsin^eos^ , f 
so wird, falls K die Dichtigkeit des Korpers ist, 



Setzt man diese Ausdrucke in (21) ein und integriert, so 
erhalt man fur die gesamte auf A ausgeubte Anziehung A m 



Die Grenzen der Integration sind f olgende : Zunachst 
ist nach Q zu integrieren von Q = bis zu dem Werte Q = r 7 
der der Grenzflache angehort (also r = AP in der Pig. 24, 
8. 130), und die Gleichung (24 a) gibt nach Einfuhrung 
von Polarkoordinaten fur r den Wert a 

(26) r? =- a? cos?? , r = a (cos^)^ . 

[Speziell fiir das BTewtonsche Gesetz wird 
(26a) r = a ]/cos$ J 

Perner ist nach (p von bis 2 n zu integrieren, nach 
d von bis -J-w, da die anj?iehende Masse ganz auf der 
Seite der positiven ?-Achse liegt. Da 
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von 99 unabhangig ist, so wird 



(27) 
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3-p 




Perner ist das Volnmen der anzielienden Masse: 



(28) 



Zu.m Vergleich wollen wir die Anziehung J,^ berect- 
nen, die eine homogen^e Kugel Yon gleichem Volnmen nnd 
gleicher Dichtigkeit, deren Oberflache durcli A geht, auf 
A ausnbt. A* wird dnrch dasselbe Integral (25) wie A m 
dargestellt, nur dafi die obere Grenze r von Q nieht duroli 
(26) bestimmt wird, sondern dnrcli die Gleichnng der Kngel 
in Polarkoordinaten 

(26 X ) r2J2cosd, 

worin B den Kngelradins bezeiclinet. Demnaeh wird bier 



und 



(27') 



3-p 




3 p 5 p 
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Soil die Kugel gleiches Volumen mit dem Korper groBter 
Anziehung haben, so ist nach (28) 



d. h. 



Durch Substitution dieses Wertes geht (27') uber in 



f97"\ 4 """" - | P 

V 1 ) A *~ 3 _p 5 -p 

Aus (27) und (27") Mgt: 
(29) 



p = 1 wird, in tJbereinstimmung mit dem oben 
ausgesproclienen Eesultat, A k == A m . Dagegen ergibt sich 
fur das ISTewtonsche Gesetz p 2 : 



(29.) 



Wir haben somit das Besultat: 

Die grofite Anziehung, welche eine homogene 
Masse nach dem JSTewtonschen Gesetze auf einen 
Punkt ihrer Oberflaclie ausnben kann, verhalt sich 
zu der Anziehung, die eine Kugel von gleichem 
Volumen und gleicher Dichtigkeit auf einen Pujikt 

ihrer Oberflache ausiibt, wie 3 :"|/25. 

Anmerkung. Die Meridiankurve der Grenzflache des 
Kdrpers grflBter Anziehung ist, falls nicht p = 1 ist, in be- 
zug auf ihre Schnittpunkte A und A l mit der Botations- 
aciise nicht symmetrisch. Auch ist die Anziehung, die 
der Korper auf A ausubt, aufier fur p 1 , kleiner als 
die auf A ausgeubte Anziehung. 
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Kapitel 3. 
Das logarithmische Potential. 

a) Einfiihrung des logarithmischen Potentials. 

8. 112 113 ist gezeigt, daB im dreidimensionalen 
Eanme die Lajplacesche Differentialgleichung fur kein an- 
deres Anziehuiigsgesetz gilt als das Newtonsche. Daran 
anknupfend, fragen wir, wie in einer Mannigfaltigkeit von 
beliebig vielen Dimensionen die anziehende Kraft beschaffen 
sein muB, wenn fur die Kraftefunktion eine der Laplace - 
schen Gleichung analoge Eelation bestehen soil. Aus dern- 
selben Grunde wie S. 112 konnen wir die Betrachtung auf 
zwei Massenpunkte beschranken. 

ISTehmen wir statt dreier Dimensionen deren n , so 
seien ^ , f a , . . . , n die Koordinaten des anziehenden, 
# 1? o? 2 , . . . , x n die des angezogenen Punktes; der Abstand 
beider sei 5 also : 

n 

(1) c 

Die Kraft, mit der der erste Punkt den zweiten anzieht, 
sei f(o), ihre Komponenten also: 

(2) X h f(s) gft ~ % (h = 1,2, ...,). 

Setzt man: 

(3) 

so wird, da 



ist: 

(2 a) X h = 

F($) ist die Kraftefunktion, die an Stelle des Potentials 
tritt. Um ihre zweiten Ableitungen zu bilden, setzen wir 
zur Abkurzung 

~ 



136 n. Erweiterungen des Potentialbegriffs. 

80 daB 



t 

wird. Daraus folgt 



und welter 

(5) 



Soil J F(Q) verscltwinden, so mufi 



sein, woraus dureli Integration folgt: 

nlogQ + Iog9? (Q) = logc , 



daher 

CO / vtr/ c^ wtr/ n-i 

In einer Mannigfaltigkeit von n Dimensionen mufl somit 
an Stelle des 2STewtonsclien Gesetzes eine Anziehung treten 
umgekehrt proportional der (n l)-ten Potenz des Ab- 
standes, wenn die der Laplaceschen Gleichung analoge 
^Relation gelten soil. 

Fur z wei Dimensionen, d. h. fur die Ebene, folgt ans (7) : 



(8) 

und 'die Kraftefaaktion wird 
(8 a) F( 6 ) = - fffe) d e 
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Diese Funktion nennt man das logarithmische Potential. 
Fur die Bbene tritt also an Stelle der Newtonschen An- 
ziehung eine Anziehung umgekekrt proportional der Ent- 
fernung, an Stelle des BTewtonsehen Potentials das loga- 
rithmisclie Potential, das der Gleichung genugt: 



b) Logarithmisches Potential eines von zwei 
konzentrischen Kreisen begrenzten homogenen 
Kreisringes. 

Wird der Punkt A mit den Koordinaten a?, y und 
der Masse m von dem Punkte B mit den Koordinaten f , y 
und der Masse ju, angezogen, so ist fiir das jetzt zugrunde 
gelegte Anziehungsgesetz die anziehende Kraft: 



(9) 



Die Komponenten dieser Kraft sind, da die Anziehung 
von A nach B erfolgt: 



oder da 

JL^-iLllf usw., 



(9b) Z 

Das logarithmische Potential ist: 
(10) 



In den vorstehenden Formeln sind zur Untersclieidung des 
logarithmischen Potentials vom Uewtonschen das erstere 
und 'die zugehfirigen Anziehungskomponenten durch dar- 
ubergesetzte horizbntale Stariche gekennzeichnet. 

Wie beim BTewtonschen Gesetze, k6nnen wir von 
der An^ieliung, die ein einzelner Punkt austibt, zu der- 
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jenigen ubergehen, die von einer Beihe diskreter Massen- 
punkte, ferner von einer Flache oder einer Linie ausgeubt 
wird. Fur eine anziehende Flache wird: 

(lOa) V^fi 



wo Tc die Dichtigkeit, do das FJachenelement bezeichnen, 
und fur eine anziehende Linie wird 



(lOb) F = /> /Slog ( 



Der angezogene Punkt x , y ist dabei zun^ehst als auBer 
halb der anziehenden Masse liegend anzusehen. 

Wir wenden die Formel (10 a) auf den Fall an, daf 
die anziehende Masse von zwei konzentrischen Kreisen be 
grenzt und ihre Dichtigkeit konstant ist, 

Fuhren wir Polarkoordinaten ein: 

> = rcosg? , ' y = 



so wird: 

(lla) 2 = r 2 + r\ 2rr 1 oos(?? 

und 

do = 



demnach, wenn R und jB die Badien der die Masse be- 
grenzenden konzentrischen Kreise sind: 

(12) V = m Tcjjr, dr, d^ log(-i) . 

o^ ft 

Zur Brmittelung dieses Integrals entwickeln wir logf J 

nach den Kosinus der Vielfachen von <p ^ . Dazu zer- 
legen wir den Ausdruck (lla) fur Q* in em Produkt: 

(13) e 2 =[r- 
oder auch: 

(ISa) Q*^fa- 
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Die erste dieser Zerlegungen wenden wir an, falls r > r , 
die zweite, wenn r x >r ist. Im ersten Falle (r>r 1 ) 
haben wir: 



1 1 

s= 

Q r 



1/1 ?L 



Auf den zweiten und dritten Summanden reclits wenden 
wir die Eeilie fiir log(l+A) an, die stets konvergiert, 
wenn der Modul von I kleiner als 1 ist, so erhalten wir: 



1 2Lr ' 2\r 

oder 



JL(J!i. j ^nv-w) + .] 
3\r/ J 

---- 1 



(14) 



log - = log 






Im zweiten Falle (^<^i) nehmen wir, um eine konvergente 
Eeihe zu erhalten, statt der Zerlegung (13) die Zerlegung (13 a), 
was auf eine Vertauschnng von r und r hinauskommt, 
so daB sich fiir r < r^ ergibt: 



(Ua) 



log -H = log - + 008(9? - 
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Die Beihe (14) 1st in (12) einzusetzen, wenn der angezogene 
Punkt auBerhalb des auBeren Grenzkreises R der Masse 
liegt, die Beihe (14 a), wenn er innerhalb des mnerenjSrenz- 
kreises B Q liegt. Im ersteren Falle soil V mit V a , im 
zweiten mit V' a bezeichnet werden. Nach Einsetzung 
jener Beihen in (12) soil zuerst nach cp l integriert werden; 
dabei ist zu beachten, daB fur jede ganze Zahl m > 



(14 b) 

ist. Demnacli wird: 



/cosm(9? 9^) d^ = 
o 



2 log 



R 
( j ^d^ 

r 



(^J=/>jnog^ 

worin Jf die ganze anziehende Masse bezeichnet, und 



(15a) 



V' a - fait 2x log - 



In dem Ausdruck fur 7^ kommen die Koordinaten des 
angezogenen Punktes nicht mehr vor, mithin ist: 

(16a) ^---0, K--0, 



d. h. die von zwei konzentrischen Kreisen begrenzte homo- 
gene Masse ubt auf einen Punkt des inneren hohlen Baumes 
keine Wirkung aus. 
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Ferner folgt aus (15): 



famM 
(16) 

- dV 

y _ c Va 

J- 



Bine Yergleichung von (15) mit (10), resp. von (16) mit 
(9 a) oder (9b) zeigt, daB die von zwei konzentrischen 
Kreisen begrenzte homogene Masse einen aufierhalb liegen- 
den Pnnkt so anzieht, als ware die Masse im Mittelpunkte 
vereinigt. Die Formeln (15) nnd (16) gelten ohne weiteres 
auch fiir JS = , d. h. fur einen vollen Kreis. 

Anmerkung. Hatte man statt des Potentials die An- 
ziehungskomponenten berechnet, so Mtten sich. die dabei 
auftretenden Integrale ohne Eeihenentwicklnng ermitteln 
lassen. Fiir das Folgende ist es aber wichtig, aueh die 
Werte des logaritlimischBn Potentials zu kennen. 

c) Logarithmisch.es Potential einer homogenen 
Kreisflache fiir Punkt^e der Masse. 

Durch Anwendung der vorstehenden Formeln kann 
man das logarithmische Potential und die Anziehungs- 
komponenten fiir Punkte im Innern einer homogenen 
Kreisflache berechnen. Das Verfahren ist ganz analog 
dem, das beim Newtonschen Gesetze auf Punkte im 
Innern einer homogenen Kugel angewandt war. Es sei B 
der Badius der homogenen Kreisflache, der im Innern ge- 
legene Punkt A habe vom Mittelpunkte den Abstand r B) . 
Dann konstruiere man zwei zu B konzentrische Kreise mit 
den Eadien r + s und r a', wo e und e' kleine positive 
GroBen sind, und abstrahiere zunachst von dem zwischen 
diesen Hilfskreisen liegenden Teile der Masse. Die iibrig- 
bleibende Masse besteht 1. aus einem homogenen Kreis- 
ringe, begrenzt von den konzentrischen Kreisen R und r+e, 
2. aus einem vollen homogenen Kreise vom Badius r-~e'. 
Auf beide Massen konnen die in Abschnitt b) abgeleiteten 
Besultate angewandt werden, da A keiner von beiden 
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Massen angeliSrt. Daher werden die Anziebungskompo- 
nenten der ersten Masse nacli (16 a): 



die der zweiten Masse naeh (16): 



wo Jf die zweite Masse bezeichnet, d. h. Jf = &*t(r 
so dafi 



wird. Bilden wir Z t + I 2 res P- ^i + ^a und g ehe11 zur 
Grenze i to s = und e' =- iiber, so erhalten wir die 
Komponenten der Anziehung, welche der voile Kreis B 
auf den inneren Punkt A ausubt: 



Ptir die Potentiale der rait 1 und 2 bezeichneten Massen 
haben wir nacli (15 a) und (15): 



} + I] - (r + .) 



+ 



. 

Daraus ergibt sioli durcli tJbergang zur Grenze e = 
s ' = das Potential des inneren Punktes A : 

(18) V 

Wir sehen also, daB sowohl die Anziehungskomponenten, 
als das logaritlimiselie Potential fur den im Inneren des an- 
ziehenden Kreises gelegenen Punkt A nocli endlich, und daB 
auch fur den inneren Punkt die Anziehungskomponenten 
die Ableitungen des logarithmisclien Potentials sind; denn 
differentiiert man (18) naeli a? ? resp, y, so erMlt man 
die Ausdrucke auf den rechten Seiten von (17)- 
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Vergleichen wir unsere Eesultate noch mit denen, die 
fur auBere Punkte gelten, so haben wir in (15), resp. (16) 
JB = zu setzen und erhalten 

(150 

(160 *--; 

/ - / 

Wir erkennen daraus, daB, wenn der angezogene Punkt 
sich von der einen oder der anderen Seite der Kreisperi- 
pherie nahert, d. h. r = B wird, 



(19) limF a = limF, , limX a = limX^ , limf a = 

1st. Das logarithmisclie Potential eines homogenen Kreises 
und seine Ableitungen, die Anziehungkomponenten, sind 
also nicht mir fur alle inneren me auBeren Punkte end- 
lich und kontinuierlich, sondern andern sicli auch beim 
Durchgang durch die Kreisperipherie stetig. 

Pur die zweiten Ableitungen ergeben sich folgende 
Eesultate. Es ist 



daher 



in tTbereinstimmung mit (8b). 
Dagegen ist 



= -Tr- i , -=- -^r 

dx ll * 8y* ay 

daher 



Die zweiten Ableitungen von V sind zwar fur auBere und 
fur innere Punkte endlich und kontinuierlicli, andern sicli 
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aber diskontinuierlieh beim Durehgang durch die Kreis- 
peripherie. Das Analogon der Poissonschen Gleichung 
ergibt sich, wenn die Faktoren f t und m = 1 gesetzt 
werden. Es ist 



d) Logarithmisches Potential einer homogenen 
Kreislinie. 

Wie beim ISTewtonschen Potential neben dem Korper- 
potential das Potential Ton Flachen untersnclit ist, so 
wollen "wix tier neben dem logarithmischen Potential von 
Flacken das von Kurven betrachten, und zwar speziell 
das eines homogen mit Masse belegten Kreisumfanges. In 
dem allgemeinen Ausdruck (10 b) hat dann ^ einen kon- 
stanten Wert; ferner ist, wenn wieder Polarkoordinaten 
eingefiilirt werden und B den Kreisradius bezeichnet, 



^ ^ ds = 



und 

(22 a) e 2 = r* + jB 2 - 

daher 



(23) F = f\ m * B I log \ ^ 



(\ 
\8' 



o 



fc aim -^ie S. 139 in eine Eeihe entwickelt werden, 



und zwar ist fur r > JB , d. h. fiir Punkte aufierhalb des 
Kreises, die Eeite (14), fur r <JB, d. h. fiir Punkte inner- 
halb des Kreises, die Eeihe (14 a) zu nehmen, und durch 
Anwendung der Formel (14b) erhalt man 



r> B , 

1 

f tir r < JB . 



Fiir einen Punkt im Inneren des Kreises ist also das lo- 
garitlimisehe Potential der homogenen Ereislinie konstant, 
fur auBere Punkte ist es gleich dem Potential der im 
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Mttelpunkte des Kreises konzentrierten Masse. Fur r = R 
wird 1imV a =V i , d. h. beim Durchgang des angezogenen 
Punktes durch die anziehendeJKreislinie andert sich Fstetig. 
Von den Ableitungen von V wollen wir die nach r be- 
trachten : 



Beim Durehgang dureh die anziehende Kreislinie (r = -R) 

3V dV 

andert sich, wie aus (25) f olgt, -= , d. h. -^= . diskon- 

or ojy 

tinnierlich, so daB, wenn noch f 1 m== 1 genommen wird: 



wird. Das logarithmisclie Potential anziehender Linien 
hat also analoge Eigenschaften wie bei der Newtonschen 
Anziehung das Flachenpotential. 

e) Zusammenhang des logarithmisclien und des 
Newtonsclien Potentials. 

Fiir das logarithmisclie Potential eines von konzen- 
trischen Kxeisen begrenzten Kreisrings, einer vollen Kreis- 
flaclie und einer Kreislinie sind Mermit Bigenschaften 
abgeleitet, die ganz analog sind den Eigenschaften des 
Potentials einer von konzentrisclien Kugeln begrenzten 
Schale, einer vollen Kngel und einer Kugelflache bei der 
Newtonschen Anziehung. Die Analogie beschrankt sich 
aber nicht auf diese Beispiele, vielmehr lassen sich alle 
charakteristischen Eigenschaften des allgemeinen Korper- 
potentials (mit geringen JLnderungen) auch fur das loga- 
rithmische Potential beliebiger Plachen und fur beliebige 
Massenverteilung ableiten, ebenso wie die charakteristischen 
Eigenschaften des If ewtonschen Flachenpotentials ihre Ana- 
loga in dem logarithmischen Potential von Linien haben. 
Diese Analogie ist aber keine rein aufierliche, vielmehr be- 
steht zwischen beiden Potentialen ein enger Zusammen- 
hang, vermoge dessen die Eigenschaften des logarithmischen 
Potentials direkt aus denen des ISTewtonschen abgeleitet 
werden kdnnen. Wir wollen diesen Zusammenhang er- 
ortern. 

Wangei-in, Theorie des Potentials I. 10 
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Zu dem Zwecke untersuclien wir die Anziehung, welche 
ein unendliclier Zylinder von beliebigem Querschnitte nach 
dem Newtonschen Gesetze ausubt, falls die Masse in ihm so 
verteilt ist, dafi alle Punkte, welehe auf einer Parallelen zu 
den geraden Erzeugenden des Zylinders liegen, gleicheDichtig- 
keit haben. Urn die f riiheren Formeln, die eine endliche Masse 
Toraussetzten, anwenden zu konnen, gehen wir von einem 
Zylinder von der endlichen Hohe 2 A ans; wir legen ferner 
das Koordinatensystem so, daB die 2-Achse den die Zy- 
linderflache bildenden Geraden parallel ist, und dafi der 
Anfangspunkt in der Mitte der Hohe liegt, Als Querschnitt 
des Zylinders senkreclit zur ^-Achse nehmen wir eine be- 
liebige endliclie, von einer oder mehreren geschlossenen 
Knrven begrenzte Plache. Die Dichtigkeit ft soil von f 
unabhangig nnd nnr eine Funktion von f und 77 sein. Die 
Komponenten der Anziehung, welche dieser Zylinder nach 
dem Newtonschen Gesetze auf einen beliebigen, innerhalb 
oder aufierhalb der Masse gelegenen Punkt os^y^z ausubt, 
sind mittels der allgemeinen Formeln (Ilia), S. 8, zu be- 
rechnen, und zwar ist nach f von fe bis 4- A zu inte- 
grieren, nach f und y uber die Flache des Zylinderquer- 
schnitts* Bs wird also: 



(27) 






(27a) 



Nan ist das tmbestimmte Integral: 
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daher: 

X=*f 



(27b) 



Jl & 



i 



und analog Y. 

Geht man nun von dem endlichen Zylinder zu dem 
unendlich langen uber, indem man h = oo werden ISBt, so 
wird, da a?, y , #, f , v\ endlich bleiben: 

lim . 1 =0, 



,. 
lim 



usw., und daher wird: 
(28) 



A=oo A=oo 

und lim Y ist analog lim.X . Wird zur Abkurzung 

A = oo A=oo 

(29) (f_p + (,_,)t_ c i 

gesetzt, so ist 

/> \ 
(28a) 



und dieser Ausdruck wird, wenn man entweder Zffi^ 
Tc fc oder /"^ /i , 2 fc = fc setzt, identisch mit dem fur T 
in der zweiten Gleichung (lOa), S. 138. Wir haben also 
das Eesultat: 

Die Anziehung, welche ein unendlich langer Zy- 
linder bei der angenommenen Massenverteilung nach 
dem HTewtonscben Gesetze parallel der Zylinderachse 
auf einen beliebigen Punkt ausubt, ist gleich Null, 
wahrend die zur Zylinderachse senkrecMen Kom- 
ponenten dieselben Werte haben wie die Komponenten 
der Anziehung, die der Querschnitt des Zylinders auf 

10* 
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einen Punkt seiner Ebene uach dem Gesetze aus- 

<? 

Qbt, falls man die Diclitigkeit oder den konstanten 
Faktor des Anziehungsgesetzes verdoppelt; 

und dies Besultat gilt, ebenso wie die zugrunde gelegten 
Formeln (27), (27 a), sowohl fur Punkte auBerhalb, als fiir 
Punkte innerhalb der Masse. 

Btwas anders gestaltet sich die Betrachtung fiir das 
Potential. Das Uewtonsche Potential des endlichen 
Zylinders wird: 



(30) V = fm( I 

JJ 

-h 

Ifun ist 



-h 

r 

==log 



(30a) 



Dea Ausdruek unter dem Logarithmenzeichen erweitere 
man mit 

* + a + y(-0)* + (9 -)' + (* + a) 1 

und setze nachher in jedem der Faktoren des 
ft Iteraus, so wird die rechte Seite von (30 a): 



wo zur Abkiirzung 

JL **~* ~^~~ 

(30o) ' 



gesetzt ist. Demnach wird (30), falls man wieder mittels 
Gleichung (29) Q etofflhrt: 
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V = 
(31) 



+ 
Geht man zur Grenze fur Ji = oo iiber, so wird 

limF = KmJ?! 2 ; 

der letzte Summand der rechten Seite von (31) wird *daher 
(32) 2fmlog2fflcddy. 

Der zweite Summand der rechten Seite yon (31), 
(32a) 



wird unendlich groJJ fur Ti = 00, ist aber, wie der Aus- 
dmek (32), von x und y unabMngig. Auf konstante 
Summanden im Potential und allgemeiner in der Krafte- 
funktion kommt es nicht an, wenn es sieh um die Ab- 
leitungen handelt; lassen wir aber die konstanten Sum- 
manden (32) und (32 a) fort, so_geht 7 in den Ausdruck 
des logarithmischen Potentials V iiber L wenn man noch 
2f=/i "and ft==fc, Oder auch f = /i, fc = 23fc setzt. 

Besultat. Das Newtonsche Potential eines un- 
endliclien Zylinders ist nach Portlassung eines un- 
endlich groBen konstanten Summanden das Doppelte 
des logarithmisclien Potential des Zylinderquerschnitts. 

In dems&ben Zusammenhange, in dem das Newton- 
sche Potential des Volumens des unendlicben Zylinders 
zum logarithmischen Potential seiner Querschnittsflache 
steht, steht aueh das Newtonsche Potential des mit Masse 
belegten Zylindermantels zum logarithmischen Potential 
des mit Masse belegten Umfangs des Querschnittes. 

Der dargelegte Zusammenhang ermoglicht es, ohne 
weiteres aus alien charakteristischen Eigenschaften des 
ISTewtonschen Potentials die entsprechenden des logarith- 
mischen abzuleiten. So folgt aus der Poissonschen Glei- 
chung des Uewtonschen Potentials, die, wenn man die 
Faktoren fm nicht fortlaBt, 

AV -- 
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lautet, sofort die analoge Eigenschaft des logarithmischen 
Potentials, wenn man 2 f Tc = f^ Tc setzt, namlich : 



Aus der Diskontinuitat der normalen Ableitung des Newton- 
schen Flachenpotentials 

8V+ dV. 



SN 8N 

folgt die Diskontinuitat der normalen Ableitung des loga- 
rithmischen Potentials ron Linien 

SV + 3F_ _ , 



STur das Verhalten des logarithmfschen Potentials im Un- 
endlichen ist ein anderes als das des Newtonschen Po- 
tentials. Euckt der angezogene Punkt ins Unendliche, so 



wird log J = oo, daher wird der absolute Wert von 
\Q/ 

V unendlich groB, wahrend V in diesem Falle gleieh Null 
wurde. Ferner folgt aus der zweiten Glefchung (lOa), 
resp. (10b),_daB, wenn der angezogene Punkt unendlich 
fern liegt, X = wird, so jedoch, daB 



endlicli bleibt, wahrend beim Ifewtonschen Potential X 
so =0 wurde, daB lim(r 2 Z) endlich blieb. Dieser Unter- 
'schied Legt insoforn in der Ifatur der Sache, als bei der 
Ableitung des Verhaltens des Newtonschen Potentials aus- 
driicklich die anziehende Masse als endlich vorausgesetzt 
wurde, wahrend die Masse des unendlich langen ZyLinders 
unendlich groB wird. Die beim Newtonschen Potential 
fiir sehr entfernte Punkte geltende Gleichung 



gibt daher beim unendlich langen Zylinder TJnbestimmtes 
(oo : c); das tritt auch in dem Ausdruck (31), S. 149, her- 
vor. Fur unendlich feme Punkte wird, Tc als positiv yoraus- 
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gesetzt, der erste Summand = 00, der zweite Summand 
ist stets +00, also ergibt auch dieser Ausdruck TJn- 
bestimmtes fur V . 

Kapitel 4. 
Das Potential von Doppelbelegungen. 

a) Begriff der Doppelbelegung. 

Das Potential der sogenannten Doppelbelegungen oder 
Doppelschichten ist zuerst von Helmholtz untersueht?). 
Man wird auf den Begriff der Doppelsehicht durch die 
Frage gefuhrt, wie eine geladene Leidener Plasche oder 
Franklinsche Tafel naeh auBen wirkt. Dabei hat man 
es mit zwei Flachen zu tun, die, einander sehr nahe, mit 
eritgegengesetzten Elektrizitaten so geladen'sind, daB die 
elektrischen Massen einander das Gleichgewicht halten. 
Wird die Bntfernung der geladenen Flachen unendlich 
klein, so nennt man den Komplex beider eine Doppel- 
scliicht oder Doppelbelegung, und die Summe der Newton- 
schen Potentiate beider Flachen ist das Potential der Doppel- 
belegung. 

Um den in Eede stehenden Begriff exakt zu definieren, 
denken wir uns eine beliebige Flache , die geschlossen 
oder nicht geschlossen sein kann. Die beiden JSormalen- 
richtungen der Flache unterscheiden wir dadurch, daB wir 
die auf einer Seite der Flache errichtete DSTormale als po- 
sitive, die auf der entgegengesetzten Seite errichtete als 
negative Normalenrichtung bezeichnen. Bei geschlossenen 
Flachen soil stets die auBere Normale als positiv gerechnet 
werden, wahrend bei nicht geschlossenen Flachen die Wahl 
zwischen beiden BTormalenrichtungen freisteht. Dies voraus- 
geschickt, denken wir uns auf der Flache Masse mit der 
(im allgemeinen variabeln) Dichtigkeit verteilt. Ihr Po- 
tential in bezug auf einen beliebigen Punkt JL(#, t/, $) ist: 

(i) v = 



*} In einer Arbeit fiber die Gesetze der Yerteilung elektri- 
scher Strome in kSrperliohen Leitern, Poggendorffs Annalen 89, 
S. 211233, 1853; vgl. Helmholtz' wissenschaftliche Abhand- 
lungen, Ed. I, S. 475 ff. Speziell kommen hier S. 226227 der 
Originalabhandlung in Betraoht. 
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wobei f , 7 , t die Koordinaten eines Punktes von do be- 
zeichnen. Wir tragen nun auf den Normalen aller Punkte 
von 0, und zwar auf der positiven Uormalenrichtung, 
die konstante Strecke d ab. Die Endpunkte der d bilden 
erne Parallelflache 0' zu ; wir bezeicinen die Koordi- 
naten des aus dem Punk1# , 77 , von entstehenden 
Punktes von 0' mit f, 17', f, ferner mit do x dasjenige 
Flachenelement von (X, das man erhalt, wenn man in alien 
Punkten des Elements do von die Formalen d errichtet. 
Die Plache 0' denken wir uns mit Masse von der Diclitig- 
keit?/ derart belegt, da8 korrespondierende Elemente beider 
Flachen entgegengesetzt gleiche Massen haben, dafi also 
1* x f in <io f das entgegengesetzte Zeichen von K in do hat, 
2. daB die absoluten Werte \xdo\ und \x&o'\ gleicb werden y 
zusammen also, daB 

(2) H'to'^ndo 

wird*). Das Potential V von 0' in bezug auf denselben 
Punkt A(% 9 y , #) ist dann: 



ffxdo 
" 



WO 

(3a) 



*) Nach einem bekannten Satze der Fl^chentheorie ist 
do' = (^ + J) (JB, + d) 

flJo ^ J2 2 ' 

falls JKjL und J3 2 die Hauptkriimmungsradien eines Punktes von do 
sind, und falls j^ und JK S dann als positiv gerechnet werden, wenn 
die Krftmmungsmittelpunkte der beiden Hauptnormalschnitte auf 
der 'negativen Normalenseite liegen. Ist d sehr klein, so wird 

do' = do(l + s) , 
wo 



+ 

ist ; demnach 

/ * 

*' T+7- 
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ist, und ffir das Gesamtpotential beider FlSchen und 0' 
ergibt sich durch Addition von (1) und (3) der Ausdruck: 

A_JL 

e e' 



Wir lassen nun <5 unendlich klein warden, gleichzeitig aber 

x derart wachsen, dafi 

(5) lim (x 6) = ju, 

5 = 

endlich bleibt. Dann bilden die beiden Flachen nnd 0' 
eine Doppelschiclit oder Doppelbelegung, und p heifit 
das Moment der Doppelschicht. Ihr Potential ist: 



(6) 




der Definition des Differentialquotienten ist, da d 
ein unendlich kleines Stuck der positiven Normale ist: 



< 6a > SVH^-j*' 

mithm 



(7) 
Nun ist 

ferner 



al 



falls als Eichtung von g, wie frtBher, die Eichtung vom 
Punkte x , y , ^ nachi dem Punkte I , ^ , f Mu genommen 
wird, und 
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denn 8 ist die Inderung von f , wenn N urn SN ge- 
andert wird, d.h. dg ist Projektion von 8N auf die -Achse. 
Daher wird 

-rj? == cosfe, I) costST, I) + cosfe , y) cos(jy, 1?) 

+ cos(^ , C) cos(JT, ^) = cos(@ , N) , 
und somit kann (7) auch folgendermaBen geschrieben werden : 

, x TT frju,cos(Q,N)do 

(7 a) J7 = 



In dem Ansdrucke (7 a), resp. (7) fur das Potential 
der Doppelschicht ist im allgemeinen /A eine Funktion der 
Stelle. Hat p den konstanten Wert 1 , und ist zugleich 
die Flache gescblossen, so geht (7 a) in das 8. 70 be- 
trachtete GauBsche Integral fiber. Wir haben also in (7 a) 
eine Verallgemeinerung jenes Integrals und zngleich eine 
physikalische Deutung desselben gefunden. 

b) Hanpteigenschaft des Potentials der Dop'- 
pelbelegung. 

Der eben erwahnte spezielle Fall laBt erkennen, dafi 
das Verhalten des Potentials der Doppelbelegung wesent- 
lichi von dem des Potentials einer einfachen Flachenbelegung 
verschieden ist. Ist namlich die Flacho geschlossen und 
zugleich (A konstant, so ergibt der S. 70 abgeleitete GauB- 
sche Satz, daB 1., wenn der Punkt x,y,z auBerhalb 
liegt, der Ausdruek (7 a) den Wert hat, 2. wenn da- 
gegen a?, y, z innerhalb liegt, den Wert 4;rc/*, 3. wenn 
a?, y, * auf der Flache selbst liegt, den Wert 23iju Unter- 
scheiden wir die Falle dadurch, daB wir den Index a, * 
oder zu U setzen, so ist also: 

(8) ZTfl^O, Ui^^nfji^ Z7 ==2jr^. 

U hat also zu beiden Seiten der Flaehe verschiedene 
Werte und andert sich beim Durchgang des Punktes a?, y ? 
durch diskontinuierlich, derart, daB 

(8 a) lim(Z7 fl J7i) = ~4jr^ 

ist, wahrend, wenn os,y,z eine feste Lage auf der Flache 
hat, der Wert von U das arithmetische Mittel der Werte 
ist, denen U bei Annaherung an die Flache auf der einen 
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oder der andern Seite zustrebt. Wir sehen, daB, im Gegen- 
satze zu dem Potential einer einfachen Flachenbelegung, 
das auch beim Durchgange des angezogenen Punktes durch 
die belegte Flache sich kontinuierlich andert, das Potential 
einer Doppelschicht beim Durchgange jenes Punktes durch 
die belegte Flache sich diskontinuierlich andert. 

DaB die Gleichung (8 a) allgemein gilt, auch fur nicht 
geschlossene Flachen und fur variable p , laBt sich folgender- 
maBen zeigen. Geht man von dem allgemeinen Ausdruck (7) 
aus und beachtet, daB 

,1 ,1 ,1 ,1 

$__ s~- 8 d 

(J\ j YI ) -\ -TTT- COS (JV j Q ) , 



SN 3f -,^,^-r d ^ w 

daB ferner 

5 d 



al a!" 



so wird 

( ii 

U= hi cos(#, |) -^- + cos(tf, 9 ) -^- + 

J J r |_ v 7 y oa? dy 

JL ( ffP^Wi $&\ ' I _1_ / [[pwa(H,ii)<lo 
"" "50" UJ ^ / "Sy" UJ ^ 

fl / /*r^cos(jy, f)<Zo\ 

+ a7lJJ ^ ' 
= "eT + "^T + "aT" ' 

wo zur Abkurzung 

(9a) jj <*>*(*,!) do =Vi usw- 

gesetzt ist. Die Gleichung (9), die fur beliebige Lagen 
des Punktes x , y , & auBerhalb der Flache gilt, bleibt be- 
stehen, wie nahe jener Punkt auch der Flache kommen 
moge. Unterscheidet manPunkte auf der einen oder andern 
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Seite der Flaclie dadurch, dafi man zu den GroBen U, 7 1? 
7 2 , F 3 den Index + Mnzufugt fur Punkte auf der posi- 
tiven ISTormalenseite, den Index ftir Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite, so folgt aus (9): 



wo durch Km bezeichnet ist, daB A(ao 9 y 9 z) demselben 
Machenpunkte A Q von der einen oder andern Seite un- 
endlioh nahe kommt. N"un kann man V l9 7 2 , F 8 ansehen 
als Potentiate von einf achen Flachenbelegungen, und zwar 
sind die Dichtigkeiten dieser einfachen Belegungen resp. 

(11) ^-/ioos^D, ^ 2 = ^cos(JV, ??), x 3 =^cos(^f). 

Fib eine einfach belegte Flache aber gilt [vgL 8. 89, 
Gleichung (12 a)] die Eelation 



(12) Um _ L = _ 4 a (xj cos(.y, a) , 

wo fa) den Wert von (j^) in dem Punkte A bezeichnet, 
in dem #, y, e durch die Plache hindurchgeht, (N, co) den 
Winkel, den die Uormale in A Q mit der o?-Aclise bildet. 
Da j^^/^cos^, |) ist, so ist (^) (^)oos(y, a?), daher: 



(12a) Hm - - = ~4 ^(^) cos 2 (JV, a?) . 

Ebenso ergibt sich wegen der Werte von 2 und ^ 3 



+ . 

11111 br- IT) 



Setzt man die Ausdrucke (12 a) und (12 b) in (10) ein, 
so erMlt man: 



(13) 
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womit die AHgemeingultigkeit der Gleichung (8 a) be- 
wiesen ist. 

c) Verhalten der Ableitungen des Potentials 
einer Doppelbelegung. 

<x) Urn aticli das Verhalten der Ableitungen von U 
nach x , y , z kennen zu lernen, wollen wir zunachst zwei 
einfache Beispiele betrachten. 

Das erste betrifft das Potential einer doppelt be- 
legten ebenen Kreisflache von konstantem Moment /rffir 
den Fall, dafi der Punkt A(w, y, z) senkrecht iiber dem 
Mttelpunkte des Kreises liegt. NTelimen wir den Mittel- 
punkt des Kreises, dessen Eadins E sei, zum Anfangspnnkte 
der Koordinaten, seine Bbene znr a?3/-Ebene, so ist x = , 
y = , z ^ . Werden nocli in der Ebene des Kreises 
Polarkoordinaten r, y eingefnhrt, so wird: 



Ferner ist Mer N der 0-Achse parallel, und wir setzen 
fest, daB die positive Eichtung von N nach der Seite der 
positiven z liegt; dann ist nach dem oben (S. 153) iiber die 
Biclrfrung von Q Gesagten: 



Daher ergibt der Ausdruck (7 a) fur unsern speziellen Fall: 

R \ 
(14) Z7- 




Das ist, da /-t konstant ist, genau der Ausdruck, der 8, 16 
fur die #-Komponente der Anziehung der einfach belegten 
homogenen Kreisflaclie abgeleitet ist; wir erhalten also, 
wie dort, je naclidem z positiv oder negativ ist: 



(Ua) 



U+ =~~ 
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daher, entsprechend der allgemeinen Gleichung (13): 

(14b) 
Perner wird: 

w * 



daher : 

'dU* 



d. h.: 



.. (BU+ BU~\ A 
Um Ur^ - =0 

\ 8 N 8N 1 



(15a) 



Die normale Ableitung VOE U ILndert sich also beim Durch- 
gang durch die Flache stetig. 

Als zweites Beispiel betrachten wir das Potential 
einer doppelt belegten Kugelflache von konstantem Mo- 
ment /x . Wir wollen hier nicht von den Ansdriicken (7) 
oder (7 a) fiir U ausgehen, sondern auf die in a) erorterte 
Bntstehung von U zuriickgreifen. 

Das Potential einer mit Masse von der konstanten 
Diehtigkeit x einfacli belegten Kugelflache vom Eadins B 
ist (vgl. 8. 83) fiir aufiere Punkte 



(16) 



fur innere Punkte aber 
(16a) V 

Die Parallelflache O f des Abschnittes a) ist hier eine kon- 
zentrische Kugelflache vom Radius (B + S) , ihr Potential 
fur aufiere, resp. innere Punkte ist 

T 

Die Gleichung (2), S. 152, wird im vorliegenden Falle 

d. h. 

(16c) 
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Mthin wird 
(16d) 7i-- 
und weiter 



JZ + <5 / B(B + 



Wird (5 == und zugleich lim(xd) = /*, so wird 

<5=0 

(17) J7 a = lim(F a + F^) = 0, U t lIm(F < + 7i) 

woraus durch Subtraktion die Gleichung (8 a) folgt. 

Da ferner fflr beliebig gelegene aufiere Punkte 
Ta + F==0 ist, und da Vi und 7^ von 0, y, fc un- 
abhtogig sind, so wird 



, . 

und weil diese Gleichungen fur jeden Wert von <5 gelten, 
so gelten sie auch fiir & = ? d. li. es ist 

= 0, ^ = 0' und 



Analoge Gleichungen gelten auch fur die Ableitungen 
nach y und . Fur eine kugelformige Doppelschicht von 
konstantem Moment haben also die drei ersten Ableitungen 
des Potentials zu beiden Seiten der Kugelflache gleiche 
Werte. 

)ff) Es ist nunmehr zu untersuchen, wie weit die aus 
den speziellen Beispielen abgeleiteten Eesultate allgemein 
gelten. Zu dem Zwecke kniipfen wir an den allgemeinen 
Ausdruck (7 a) fur U an, in dem 



(19) 



, f) + -2 
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ist, so daB 



(20) 



wird. Durcli Differentiation nach $ folgt: 



(20a) 



, J?) 



'coBtff,, 



Hierin 1st 



ferner 



1 8(g-a>) 



so dafi (20 a) auch so geschrieben werden kann: 

dU 



(20b) 



die 






+ 



cos(J^, 



-CQS(jy, lj) 



(20b) wird veiter tungeformt, indem man im ersten 
Snmmanden 



dr, 
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setzt und entsprechend in den anderen Summanden. 
Dadurch erhalt man 



(20c) 



a/'fo-y) 



a p(y - y) 



Fiigen wir reclits nocli die sich fortliebenden Integrale 



(21) 



hinzu, setzen ferner znr Abkurzung: 
//faM'f-y) ^ 



-COB(J, 



rrdp. 

Jj~8t 



- h^s-(*, 



so wird 

(22) -T- = J + J, + J 

ca? 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 



11 
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Mit Biicksicht anf Gleichung (19), S. 159, kann J 4 so ge- 
schrieben werden: 




(23) ^ 

J hat somit dieselbe Form wie J7, nur dafi -^y an Stelle 

von p steht, d. h. J 4 steUt das Potential einer Doppel- 

6 u 
belegung der betrachteten Flache von dem Momente ~^j 

dar. Wir wollen dies Potential mit U^ bezeiclinen : * 

(23a) J* = Ui- 

Ferner ist 



Das Integral 



kann angesehen werden als das Potential einer einf achen 
Belegung unserer Flache mit Masse von der Dichtigkeit 

-^cos(jy, |), und 

(24a) -**-* 



ist die JC-Komponente der Anziehung der einf ach belegten 
Flache. Ebenso ergibt sich, daJJ die Integrate 



Fiachenpotentiale fur die Dichtigkeiten -^- cos(JV, f) , reap. 

du dr l 

-~&os(N t |) bezeiclinen, und dafi 

f27o^ J - 8V * T 8V * 

(27o) J 2 --- g- f J 3 = -- 
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1st. Somit 1st -3 auf die Form gebracht 

(22a) ^ =(7 _.__+!7 1 . 



Diese Gleichung gilt fiir beliebige Lagen des Punk- 
tes #, y, 2 auJBerhalb der doppelt belegten Flache; sie 
bleibt bestehen, wie nahe auch jener Punkt der Fl&che 
kommen mag. Hahert sich a? , y , # von der einen oder 
der anderen Seite demselben Flachenpunkte A Q beliebig, 
und geben wir den Grofien U, J, V ly 7 2 , F 3 , U^ die In- 
dizes + oder , je nachdem die Annaherung an die 
Flache von der Seite +N oder N geschieht, so lolgt 
aus (22 a): 



lim 
(25)' 



su+ au-\ v /T . T , v tdvt svr 

-r --- 5 == lim(J+ J-) - lim -7- --- ~ 
\ 8$ da I v J \ dx dot 



Nach (13), S. 156, 1st nun 
(26) 



denn V-Jj] bezeichnet den Wert von -7 in dem Flachen- 

punkte A , d. h. in dem Punkte, dem sich so , y , z be- 
liebig nahert. Ferner ist, da V das Potential einer ein- 

fach. belegten Flache mit der Dichtigkeit ^- 
bezeichnet, nach S. 89, Gleichung (12 a): * 



/^ 



11* 



164 H. Erweiterungen des Potentialbegriffs. 

Ebenso ergibt sich 



(26b) 



-~ , y) 



_ 

8121 d 

= ~4:7t-~-cQ$(N 9 a?)cos(JT, 0) . 

GZ 

Durch eine gesoaderte Betrachtnng soil weiterMn 
(s. S. 166 ff.) gezeigt werdcn, daB fur eine geschlossene 
Flache stets 

(26 o) Jim(J^ - J-) = 

1st, und dafi dieselbe Belation auch fur ungeschlossene 
Elachen gilt, falls nur A dem Eande der Flslche nicht 
unendlich. nahe liegt. Demgemafi folgt aus (25): 



(27) 



Dnrch (27) wird die Diskontinuitat von -y- beim Durch- 

gang des Punktes o? ? y, z durch die doppelt belegte 
Flache dargestellt. 

Wird das Koordinatensystem so gelegt, dafi die posi- 
tive #-Aclise der positiven Flaehennormale im Punkte JL 
parallel ist, so ist 

cos(JT f y) = , cos(J", &) , cos(JV, a?) = 1 , 

daher wird in diesem Falle die rechte Seite von (27) = , 
und wir haben allgemein 
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1st dagegen x zur FMchennormale in 4o senkrecht, 
so wird cos(Jy, x) = 0. Fur jede Richtung s, die der 
Tangentialebene von A Q parallel ist, wird also 



Endlich ist fur konstante p die rechte Seite von (27) 
stets = . Fiir konstante Momente gilt also bei b- 
liebiger Lage des Koordinatensystems die Gleichung: 



d) Die charakteristischen Eigenschaften des 
Potentials von Doppelbelegflingen. 

In den Abschnitten b) und c) sind nur die Eigen- 
schaften des Potentials von Doppelbelegungen abgeleitet, 
in denen sich dieses Potential von dem einfach belegter 
Flachen unterscheidet; und diese Eigenschaften beziehen 
sich auf Punkte, die der belegten Flache beliebig nahe 
kommen. Die Eigenschaften, die das Potential von 
Doppelbelegungen fur Punkte aufierhalb der belegten 
Flache hat, sind mit denen der Potentiale einfacher Be- 
legungen identisch, wie sich aus der im Anfang dieses 
Kapitels erorterten Entstehung von U ans V und V er- 
gibt. Wie V und V und ihre Ableitungen sind auch U 
und seine Ableitungen beliebig hoher Ordnung fur Punkte 
aufierhalb der belegten Flache endlich und kontinuierlich. 
Fiir solche Punkte gilt die Laplacesche Gleichung A U = ; 
endlich verschwinden U und seine Ableitungen im Tin- 
endlichen derart, dafi 

(28) lim(rJ7) und limr 2 

r=co y=oo 

endlich hleiben. 

Oharakteristisch fur das Potential von Doppel- 
belegungen sind folgende Eigenschaften: 

1. U und seine Ableitungen sind im ganzen Eaume 
endlich und stetig; nur an der belegten Flche andert 
sich U diskontinuierlich, entsprechend der Gleichung (13), 

dU 
S. 156, wahrend -^- zu beiden Seiten der Flache gleiche 

Werte hat. 
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2. Fur alle Punkte aufierhalb der Flache ist A U = . 

3. Im Unendlichen verschwinden J7 und seine Ab- 
leitungen in der Art, "wie es eben angegeben ist. 

DaB diese Eigenschaften charakteristisch sind, d. h. 
dafi es nicht zwei verschiedene Funktionen gibt, die in 
alien diesen Eigenschaften ubereinstimmen, lafit sieh in 
gleicher Weise zeigen wie S. 103 105 fur das Potential 
einfach belegter Flachen. 

Zusatz. Der Begriff des Potentials von Doppel- 
belegungen laBt sich aucb. auf das logarithmisclie Potential 
ausdehnen. Man denke sich eine ebene Kurve einfacli 
belegt mit Masse von der Dicbtigkeit , konstruiere eine 
sehr nahe Parallelkurve und denke auf dieser Masse mit 
der Dichtigkeit ' verteilt, so dafi 

x'ds' '= %ds 

ist. Man bilde die Summe der logarithmisclien Potentiale 
beider Belegungen und gehe dann zu dem Falle uber, daJJ 
die Entf ernung d der Parallelkurven verschwindet, wahrend 
zugleich lim(^<5) fur 5 = endlich bleibt. Es ergeben 
sich fur das so entstehende logarithmische Potential der 
Doppelbelegung ganz analoge Eigenschaften, wie sie fiir 
das Newtonsche Potential von Doppelbelegungen ge- 
funden sind. 

e) H"achtraglicher Beweis einer Hilfsformel. 
Das Theorem von Stokes. 

Wir betracliten das fiber eine beliebige Fla'clie aus- 
gedelinte Integral 

(29) S 

in dem a eine Funktion von f , 77 , f bezeichnet, die nebst 
ihren ersten Ableitungen an der Flache eindeutig, end- 
Kch und stetig ist. Die in (25) auftretenden partiellen 
Ableitungen von oc sind so gebildet, als waren f, 17, 
voneinander unabhangig. Andererseits ist fur die Punkte 
der Flache eine der Koordinaten eine Funktion der 
beiden anderen, und zwar wollen wir annehmen, daB die 
Flachengleichung die Form 

(30) t-f,9) 
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hat. Bezeichnen wir die mit Eiicksieht auf (30) gebildeten 
Ableitungen von <x nach den unabMngigen Verander- 
lichen f , y durch Klammern, wahrend die Ableitungen 
von # , die so gebildet sind, als waren f , v\ 9 unabhangig, 
ohne Klammern geschrieben werden sollen, so haben wir: 

^5^\ ^ 6& dec df ld&\ ^ 8& dot df 

t; / 8g 8 8 ' \8?]/ 8ri 8 8y 

Ferner sind die Richtungskosinus der Fiachennormale 

, *f 



df 

+ -J- 



, vj) = 



daher 

8& ca 
-z-r-co$(N. w} ^~~ 

of By 

80, 8f 8oc 



Zugleich ist 



y/r\/\a /H.Z' 

^(f) + (f 



die Projektion des Flachenelements auf die ##-Ebene ? 
also =d!;dri, mithin haben wir 

(29a) S- 
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und die Integration ist rechts iiber die Projektion der 
Flache auf die #y-Ebene zu erstrecken. Was das 
doppelte Vorzeichen betrifft, so gilt das obere, wenn 
cos(JV, negativ, das untere, wenn cospT, ) positiv ist. 
Betrachten wir zunachst eine nicht geschlossene 
Flache 0, deren positive Normalen mit der positiven 
f-Achse samtlich spitze Winkel bilden, so ist auf der 
linken Seite von (29 a) das Zeichen zu nehmen. Ist o 
die Eandkurve von , c' die Projektion von c auf die 

ojy-Ebene, so ist das Integral 
(29 a) uber das Innere der Kur- 
ve G' zu erstrecken. Wird die 
Integration naeh 77 als innere ge- 
nommen, so wird 



o 




(29 b) 3-- 



-5T*9- 



J 



Darin bezeichnen ^ und % die 
Ordinaten der Punkte 1 und 2 , 
in denen eine beliebige Parallele 
zur ^-Achse die Kurve c' schnei- 
det, f 2 und ^ den groJSten und 
kleinsten Wert von f fiir diese 
Durch Ausfuhrung der Integration nach rj folgt 




Fag. 25. 




Kurve. 



(29o) 



worin ^ und 2 die Werte von a fur i; =- vj , resp. v\^^ 
bezeichnen. df driicken wir durch das Bogenelement do 
der Kurve o r aus und setzen fest, daB a als wachsend 
angesehen werden soil bei einem solchen Umlauf urn c', der 

einer Drehung von +f nach +77 entspricht; dann ist ~^ 

an der Stelle 1 positiv, da hier S mit a wachst, an der 
Stelle 2 dagegen negativ, da mit wachsendem a ab- 
nimmt. Andererseits ist in (29 c) AS positiv, da die untere 
Grenze Meiner als die obere ist; mithin ist, damit auch 
da uberall positiv sei, zu setzen: 



an der Stelle 1 d = + (4^) do,. , 

\ao /i 
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(32) 
und das Integral (29 c) wird 



an der Stelle 2 d ~ do 2 , 

ao /a 



d. h. 
(33) 



da 



wo die Integration fiber den Umfang von e' im Sinne 
des vorher festgesetzten Umlaufs zu erstrecken ist. Die 
Integration fiber die Kurve c' ersetzen wir durch eine 
solche fiber die Eandkurve c der Flache . Ist ds das 
Bogenelement von c, und wird c in demselben Sinne 
durchlaufen wie c', so ist 



daher 
(34) 



do d do d 

^-~ds und T"^"^ 

ds do ds ds 

= / a - ds = I oc cos( , f) 3s . 



Bei der Ableitung von (34) ist angenommen. daB 
jede Parallele zur Achse Y\ die Kurve c' nur in zwei 
Punkten schneide. Der Pall von rnehr als zwei Schnitt- 
pnnkten lafit sich ganz ebenso behandeln (vgl. die Ent- 
wicklung S. 61 ff.) und fuhrt zu demselben Eesultat. 

Weiter ist zu zeigen, daB die Gleichung (34) noch 
gfiltig bleibt, wenn die positiven Normalen von mit 
der + -Achse teils spitze, teils stumpfe Winkel bilden, 
also cos(y, f) teils positiv, teils negativ ist. Ist, was wir 
voraussetzen, die Plaehe regular, d. h. andert sich cos(JT, ) 
kontinuierlich, so wird beim ubergang von positiven zu 
negativen Werten cos (N, f ) = . Alle Punkte der 
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Flache 0, in denen dies stattfindet, liegen auf einer 
Kurve G , durch welche die Flache in zwei Teile zer- 
fallt, den Teil 1? fur den cos(JiT, f) uberall positive Werte 
hat, und den Teil 2? fur den cos(-ZV, f) negativ ist. Das 
fiber die Flache zu erstreckende Integral (29) zerfallt dem- 

entsprechend in zwei Teile Si 
und 3?2 In dem ersten sind, 
wie oben in (29 a) und den 
vorhergehenden Gleichungen, 
die unteren, im zweiten die 
oberen Vorzeichen zu nehmen. 
Fur das erste Integral 3i gelten 
unmittelbar die obigen Bnt- 
wicklungen, mit dem Unter- 
schiede jedoch, daft hier die 
-*i Kurve G an Stelle der vori- 
gen c tritt. Bezeichnen wir den 
Bogen von G mit 8 , so ist also 



(35) 






Fig. 26. 



In Sfg sind, wie schon bemerkt, die umgekehrten Zeichen 
zu nehmen, die Gleichung (29) ergibt daher: 



(36) 



Ferner ist das Integrationsgebiet hier der zwischen 
den Zurven G f und e' liegende ringformige Eaum, falls 
0' die Projektion von 0, c f wiederum die von G ist. 
Schneidet eine Parallele zur Ty-Aehse die Kurve C' in den 
Punkten I und II , c' wiederum in 1 und 2 , und sind die 
zugehorigen Werte von y 9 resp. y r , y u , %, ^ 2 , so ist 
zu nehmen 




Somit geht (36) fiber in 
(36a) S 2 
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Der erste Summand von $ 2 ist genau derselbe wie oben 
in (29 c), auch liegen, wie dort, die Punkte 1] 2 auf der 
Kurve <?'; daher ist 



(36b) dtfa - oc 2 ) -<* cos(* , $ ds . 

c 

Der zweite Summand der rechten Seite von (3 6 a) 



hat, abgesehen vom Vorzeichen, ebenfalls die Form des 
Integrals (29 c), nur daB I und II auf der Kurve C' 
liegen, der Projektion von C. Wir konnen auf diesen 
Summanden das Eesultat (34) anwenden, wenn wir nur 
die Kurve C an Stelle von c setzen. Dieser zweite Sum- 
mand wird daher: 

(36 o) fd (an - *j) - -|(aj - x n ) d - -J* oos(flf, I) dB . 

Vermoge der Gleichungen (36 b) und (36 c) geht (36 a) 
uber in: 

(36d) S 2 



Aus (35) und (36 d) aber folgt 
{37} 3~& + 3 



d. h. das Eesultat (34) bleibt unverandert, wenn aucli 
<x>s(Jr y C) teils positiv, teils negativ ist. 

Anmerkung. Bs kann der Pall eintreten, dafl die 
Kurven C und c einander selmeiden, also das in Betracht 
kommende Stuck von C keine geschlossene Kurve bildet, 
wie in Fig. 27 S. 172. Dann schneiden sicln auch die ebenen 
Kurven c' und C'. Ihre Schnittpunkte seien a und a . In 
diesem Falle vervollstandige man C' zu einer geschlossenen 
Kurve, indem man das Stuck #6% von e' zu C" Mnzunimmt. 
Dann kann man ohne weiteres die vorige Bntwicklung 
anwenden; das ringformige Integrationsgebiet der Fig. 26 
hat hier nur teilweise die Breite Null. Das Eesultat (37) 
gilt auch fur diesen Fall. 
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1st eine geschlossene Flache, so fallt die Eand- 
kurve c unci damit G' ganz fort. Konstruiert man wieder 

die Kurve G , fur deren Punkte 
cos(#, ) = ist, wodurch 
in O l und 2 , 3 in % + S 2 
zerfallt, so wird fur das In- 
tegral 3 2 [Gleichung (36)] das 
Integrationsgebiet der y - 
Ebene durch das ganze In- 
nere der Kurve Q* gebildet, 
in (3 6 a) fallt dalier der erste 
Summand fort, und da der 
zweite naeh (36 c) == ^ ist, 
so erhalt man: 





(37a) 



Wir haben somit folgendes 
Eesultat: 

Das fiber eine beliebige Flache erstreckte In- 
tegral 



Fig. 27. 



(38) 



in dem die Funktion # den oben genannten Be- 
dingungen geniigt, ist gleich dem fiber die Eand- 
kurve c von erstreckten Linienintegral 



(380 



Falls eine geschlossene Flache ist, hat 3 den 
Wert 



Dem Eesultat konnen wir noch zwei analoge an die 
Seite stellen, die dadurch entstehen, dafi man die Achsen 
f, ^, C miteinander vertauscht. Damit die Kurve c 
jedesmal in demselben Sinne durchlaufen wird, ist er- 
forderlich, daB die Vertauschung von f, v\^ zyklisch 
geschieht, so daB f , 17, f ubergehen in 77, C, f , resp. 
C 9 1 *! Nimmt man zugleich an Stelle der Funktion # 
andere Funktionen, die denselben Bedingungen wie a ge- 
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nugen, so lauten die zu (38) und (38') analogen Bela- 
tionen: 

11 
K 
38 a) 



Da in alien drei Linienintegralen c in demselben Sinne 
durchlaufen wird, kann man, wenn man die drei Glei- 
chungen (38), (38 a) addiert, die Summe der Integrale als 
ein Integral schreiben. Dadurch erhalt man das sogenannte 
Stokessche Theorem: 



-If) ^ {)+ (|f -fi) <*,,> 

V 

(39) \ 




, f) + /?COS(S, ?j) - 

Hierin ist das Doppelintegral fiber die Flache 0, das 
einfache Integral fiber ihre Eandkurve c zu erstrecken; 
und falls die FlSche geschlossen ist, ist der Wert des 
links stehenden Integrals gleich Null. 

Mittels dieses Satzes ergibt sich nun die Eichtigkeit 
des oben benutzten Hilfssatzes [Gleichung (26 c), S. 164]. 
Denn das durch die erste Gleichung (21) definierte Inte- 
gral / hat die Form der linken Seite von (39), und zwar 
ist, damit die linke Seite von (39) mit J identisch wird, 
zu setzen: 



-, A /? * 

OC ss= \J P "~~ o 5 / o 

9 r e 3 e 8 

Wenn der Punkt A (at, y , ) auBerhalb der Flache liegt, 
sind , ft, y und ihre Ableitungen an dieser Flache ein- 
deutige, endliche und stetige Funktionen von , 7, f. 
Das Stokessche Theorem ergibt daher: 

(41) J//*[(ij-y)ooB(,0-(t- 
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wahrend fur eine gescblossene Flache J = 1st. Die 
Gleichung (41) gilt, wie nalie auch. der Punkt A der 
Flaclie liegen mag, wenn er nur auBerhalb liegt. Fur 
zwei Punkte A+ 9 A_, die auf verschiedenen Seiten Ton 
und dabei demselben Flachenpunkte A Q unendlich. nahe 
liegen, sind, falls nur nicht A der Eandkurve c unend- 
licli nahe liegt, die Werte von 

Mfo-y)coB(, )-(f-*)ooB(, ri)]> , 

endlich, und diese Werte nnterscheiden sicli fur A + und 
JL_ nur um unendlich Kleines. Das gleiche gilt daher 
fiir das Integral (41), d. h. 

(42) lim(J+- J-) = 0. 

War die Flache gescblossen, so ist J + = und J~ = , 
daher gilt erst recht Gleichung (42). Damit ist die 8. 164 
benutzte Hilfsformel (26 c) bewiesen. 



III. Abschnitt. 

Potential nnd Anziehnng homogener 
Ellipsoide. 

Kapitel 1. 

Das Potential und die Anziehungskomponenten homogener 
Ellipsoide fiir Punkte der Masse. 

Die Berechnung der Anziehung der Ellipsoide geh$rt 
zu den beriihmtesten mathematisehen Problemen; hat es 
doch seit Newtons Zeiten die Mathematiker mehr als 
irgend ein anderes der Integralrechnung beschaftigt. Eine 
befriedigende Losung hat die Aufgabe erst am Anfange 
des neunzehnten Jahrhunderts gefunden, und im Laufe 
jenes Jahrhunderts sind die verschiedensten Methoden zur 
Losung aufgestellt, von denen die wichtigsten die von 
Laplace, Ivory, GauB, Dirichlet, Chasles*) und aus 
der zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts die von 
Mertens**) und die von Heine angegebene, von seinem 
Schiller Zuge***) durchgefuhrte sind. 

Wir wollen bei der Darstellung teils Laplace, teils 
Ivory folgen. 

a) Das Potential ist eine Funktion zweiter 
Ordnung der Koordinaten. 

Den angezogenen Punkt A nehmen wir zunachst als 
innerhalb des Ellipsoids liegend an und bezeichnen seine 
Koordinaten, bezogen auf die drei Hauptachsen der Flache 
als Koordinatenachsen, init oc , y , # . Sind f , 97 , f die 

*) Die Arbeiten der genannten Autoren sind, mit Anmer- 
kimgen und Erlauierungen versehen, vom Verf. in Heffc^l9 der 
Klassiker der exakten Wissenschaften herausgegeben, Leipzig 1890. 

**) Ore lies Journ. f. Math., Bd. 70. 
***) Mathematisclie Annalen, Bd. 10. 
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Koordinaten eines beliebigen anziehenden Punktes, Tc die 
konstante Dichtigkeit, so ist 



Zur Berechnung Ton V fuhren wir raumliche Polarkoordi- 
naten ein, deren Anfangspunkt A ist, d. h. wir setzen 

(2) | ~ x e m ; v> 

( = + 

Das Yolumenelement .wird dann 

(2a) 

und daher 

(3) 

Die Integration nach Q nehmen wir zur inneren. Dann 
ist, da A innerhalb des Ellipsoids liegt, von Q = an bis 

zu demjenigen Wert Q I des Ra- 
dius zu integrieren, der einem be- 
liebigen an der Oberflache des 
Ellipsoids gelegenen Punkte S 
entspricht. Denken wir uns f erner 
um 'A eine Kugel mit dem Ra- 
dius 1 beschrieben, so trifft jeder 
von A nach der Ellipsoidober- 
flache gezogene Radius auch die 

Kugel, und den samtlichen Punkten der Ellipsoidoberflache 
entsprechen samtliche Punkte der Kugel. Die Grenzen 
fiir $ und <p werden daher dieselben wie bei der Integra- 
tion uber die Oberflache einer Kugel. Somit wird 




Fig. 28. 



Jcfd ^Jsi 

00 




(3 a) 



oo 

Um QI als Punktion von & und <p zu bestimmen, benuteen 
wir die Plachengleichung 

W To" TcT H 5" S5= 1 
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oder, wenn f , 17 , ? nach (2) durch Polarkoordinaten aus- 
gedruckt werden und beachtet wird, daB fib* Punkte der 
Ellipsoidflaclie Q den Wert & hat: 

(y + a sinflsiny) 2 



(4a) 



+ 
, ( + 



1. 



Das gibt fur ft die quadratische Gleichung: 

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist: 
r sin 2 # cos 2 99 



(5a) 



I 



( 

1 _ {- 



& 2 ' c 2 



Ber Koeffi2ient L ist als Summe dreier Quadrate stets 
positiv und kann nie verschwinden, N ist ebenfalls positiv, 
da der Punkt % , y , z innerhalb des Ellipsoids liegt. Das 
Produkt der beiden Wurzeln der quadratisclien Gleichung 
(5) ist demnach. negativ, beide Wurzeln sind also reel! und 
die eine positiv, die andere negativ. Von den beiden 
Wurzeln ist bier die positive zu nehmen, da bei raum- 
lichen Polarkoordinaten (vgl. S. 18) nur positive Werte 
des Abstandes vom Anfangspunkte in Betracht kommen. 
[Die negative Wurzel wiirde der entgegengesetzten Bichtung 
entsprechen, die aber ohnedies berucksiclitigt wird, wenn 
^ alle Werte von bis ft, y alle von bis 2n durcli- 
lauft.] Die positive Wurzel von (5) ist nun 



L 

und somit geht (3 a) iiber in: 




<3b) F- T 


Wangerin, Theorie des Potentials I. 
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Die reclite Seite yon (3b) laBt sich erheblich vereinfachen. 
Zunaehst ist 







Denn fiir 2 Wertepaare von $ , cp , die entgegengesetzten 
Bichtungen entsprechen, d. h. fur $ , 9? einerseits, n & , 
n + (p andererseits hat M denselben absoluten Wert, aber 
entgegengesetztes Vorzeichen, wahrend Jf 2 , L und sin$ 
fur beide Wertepaare denselben Wert haben, ebenso JST, 
da& von ^ und <p unabhangig ist. Fur die betrachteten 
Wertepaare hat somit die zu integrierende Funktion den- 
selben absoluten Wert, aber entgegengesetztes Vorzeichen. 
In der Summe, deren Grenzwert das Integral ist, heben 
sich daher je zwei Summanden auf, und das Integral er- 
halt den Wert . 

Aus ahnliehen tJberlegungen ergeben sich folgende 
Gleichungen: 



(6a) 



sin 2 $sin<pcos<p . 




= 



sin $ cos $ sin <p 
i 2 



Man braucht in dem ersten Integral nor die Wertepaare 
# , (p und ^ , 2 n <p , im zweiten und dritten die Werte- 
paare $, <p und #, jr + 9? zusammenzufassen, um die 
Eichtigkeit der Gleichungen (6 a) zu erkennen. 
Nun zerfallt das Integral * 



6 
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wenn man den Wert von M aus (5 a) einsetzt, in die 
Summe von 6 Integralen, und wegen (6 a) versehwinden 
von diesen diejenigen drei, welche die Faktoren xy , o?#, 
yz haben; es bleiben nux die Integrale ubrig, welche die 
Faktoren # 2 , y* , & haben. Daher gelit die Gleichung (3b), 
wenn man fur M und N die Ausdrucke (5 a) einsetzt, in 
folgende uber: * 



(7) 



e* ' J 




smftdddcp . 



Da x , y , z -weder in L , noch in den Grenzen des Inte- 
grals vorkommen, so erkennt man, daB V eine Funktdon 
zweiten Grades von x, y, g ist, die nnr die Quadrate 
dieser GrSfien entMlt, d. h. dafi V die Form hat: 



(8) 7=F -F 1 ^ 

und die hier auftretenden Koeffizienten haben die Werte: 



(8a) 



11 fftaii#Wd<p 2 



1 . 1 sia&d&dfp 2 /Trin^ri 

' 
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b) Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
von V. Folgerungen. 

Die Koeffizienten V 9 F 2 , F 3 lassen sick nun in ein- 
faclier Weise dureli F ausdrueken. Es ist namlich 




da ~ 2 ~ L* Ba 

o J 

Oder mit Berueksiclitigung des Ausdruckes (5 a) far L: 



da ' 2 

o o 
Demnach wird 



entsprechend wird 



>(>) 



Von den in unserem Eesultat anftretenden Integralen 
brauclien "wir somit nnr F zu ermitteln, walirend sich 
T 7 ! > ^2 ? ^3 daraus dnrch einfaclie Differentiation ergeben. 

Ehe wir an die weitere Eeduktion des Integrals 7 
gehen, wollen wir ans den bisherigen Besultaten zwei 
wichtige Schlusse ziehen. 

Die Komponenten der Anziehung, welche das homo- 
gene Ellipsoid auf einen inneren Punkt ausiibt, sind, da 
^o? ^i? K , F 3 Ton a? 5 y, z unabhangig sind, nach (8): 

(10) X = = ~2F 1 o ?3 r-2F iyr ^ = -2F 3 ^. 



Die anziehende Kraft ist daher 
(lOa) E~ 
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und die Bichtungskosinus derselben sind 

(lOb) 



K ' K ' K * 

Aus (10 a) geht hervor, daB der Mttelpunkt des Ellipsoids 
keine Anziehung erleidet, was ubrigens auch geometrisch 
sofort einzusehen ist, da fur diesen je zwei symmetrisch 
liegende Massenteilchen vorhanden sind, die eine Anziehung 
von gleicher GroBe und entgegengesetzter Bichtung aus- 
uben. Driicken wir f erner die Koordinaten des angezogenen 
Punktes durch seinen Abstand r vom Mittelpunkte und 
die Bichtungskosinus a , ft , y von r aus : 

so wird 



,und die Bichtungskosinus von K werden 



Diese Bichtungskosinus haben, ebenso wie JS^, fur alle 
Punkte desselben Badius denselben Wert, und wir haben 
somit den Satz: 

Die Anziehungskrafte, die von einem homogenen 
Ellipsoid auf zwei Punkte eines vom Mittelpuukt 
ausgehenden Badius ausgoubt werden, sind parallel 
und verhalten sich wie die Abstande der Punkte 
vom Mittelpunkte. 

Aus den Ausdriicken fur T^ , F 2 , V 3 konnen wir f erner 
noch folgendes schlieBen. Aus (5 a) folgt: 

a? L = gin 2 ^ cos V + -TJ- sin 2 ^ 1 sin 2 9> + -^ eos 2 ^? , 

Die GroJBen a*L und a 4 *!/ 2 sind daher nur von den Ver- 

a 2 a 2 

haltnissen - und der Hauptachsen abhangig, 



c 4 i 2 . IsTach (8 a) hangen daher auch 
die Koeffizienten V 1 , F 2 , F s , in denen ja a , 6 , c nur in 
den genannten Verbindungen a 2 JD, a*i 2 usw. auftreten, 
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a d 
lediglich von den Achsenverhaltnissen , ab. Wens 

dalier zwei Ellipsoide E , ~E f denselben Mittelpunkt, die- 
selben Eichtungen und dasselbe Verhaltnis der Haupt- 
aclisen besitzen [man nennt solche Ellipsoide ahnlich und 
ahnlich liegend*) oder homothetisch], so tiben nacli (10) 
beide auf einen Punkt im Inneren des kleineren Ellipsoids 
Anziehungen von gleicher Grofie und Eichtung aus, voraus- 
gesetzt, dafi beide mit Masse von derselben konstanten 
Dichtigkeit gef ullt sind. Die Diff erenzen der derselben Aehse 
parallelen Anziehungskomponenten von E und E' sind also 
gleieh Null, d. h. die zwischen den Ellipsoidflachen E 
und E' gelegene Schale fibt auf einen Punkt des inneren 
hohlen Eaumes keine Anziehung aus. Wir fassen d^s Ee- 
sultat zusammen in den Satz: 

Eine von zwei ahnlichen und ahnlicli liegenden 
konzentrischen Ellipsoiden begrenzte homogene Schale 
ubt auf einen Punkt des inneren Hohlraumes gaf 
keine Anziehung aus. 

*) Der Name ahnlich reehtfertigt sich dadurch, daS irgend 
zwei I)urchmesser beider Ellipsoide von gleicher Eichtung stets 
dasselbe GrofsenverhSltnis haben 

Beweis. Yon dem gemeinsamen Mittelpunkte beider Ellip- 
soide ziehe man einen Halbmesser, dessen Richtungskosinus ot , 
ft , y seien, wEhrend seine L^ngen bis zum Schnitt mit den beiden 
Ellipsoiden mit & und Q' bezeichnet werden mogen. DerEndpunkt 
von Q hat die rechtwinkligen Koordinaten Q oc , Q fl , ^ 7 , und da 
er auf dem Ellipsoid mit den Achsen a , b , c liegt, so ist 



'* ' z 



oder a 

Ebenso ist 

und da 

a 6 c 

so folgt 

und das gilt fur jede beliebige Bichtung & t ft 9 
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Zusatz. Haben die ahnlichen Bllipsoide E und E / 
verschiedene Mittelpunkte, aber parallele Achsen, und liegt 
E' ganz innerhalb JB, so sind die Anziehungskompo- 
nenten von E durch (10) bestimmt, wahrend die von E' 

-2FX, -2V 2 y', -27 3 *' 

sind, wo a?', y' ', z' die Koordinaten des angezogenen 
Punktes fur die Achsen von E / als Koordinatenachsen 
sind, so, y, % die Koordinaten desselben Punktes fur die 
Achsen von E als Koordinatenachsen. Sind nun # , ^ , 
# die Koordinaten des Mttelpunktes von JE^, bezogen 
auf die Achsen von E , so ist, da die Achsen von E und 
E / parallel sind, 



Daher haben die Differenzen der Anziehungskomponenten 
beider Ellipsoide die Werte 



und diese Differenzen, die von den Koordinaten des an- 

gezogenen Punktes unabhangig sind, sind die Anziehungs- 

komponenten der von E und E' begrenzten Schale, also: 

Satz. Die von zwei ahnlichen ELipsoiden mit 

parallelen Achsen, aber verschiedenen Mittelpunkten 

begrenzte homogene Schale ubt auf Punkte im inneren 

Hohlraum eine Anziehung von konstanter GroBe und 

konstanter Eichtung aus. 

c) Weitere Eeduktion der Koeffizienten. 

Wir wenden uns nun zu dem Integral F [erste 

Gleichung (8 a)] zuriick. Da in L nur die Quadrate von 

sin$, cos^ 1 , sin<p, cos^ auftreten, so geben die acht Ok- 

tanten der Kugelflache vom Eadius 1 gleiche Betrage zu 

dem Integral. Es genugt daher, die Integration fiber 

einen Kugeloktanten auszudehnen und dann mit 8 zu 

multiplizieren. Setzt man noch fur L seinen Wert aus 

(5 a) ein, so wird 



sin&d&dy 




+ is - + 

0" 0" 
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oder wenn wir im letzten Summanden noch den Faktor 
cos 2 <p + sin 2 *?? , der ja = 1 ist, hinzufiigen, die Glieder 
mit cos 2 <p und sin 2 <p zusammenfassen und die Integration 
naeh <p als innere nehmen: 




Die Integration nach cp lafit sich ausfiihren, da 
* 

/ ^y 3 "J" 31 

' ' m cos 2 o? + n sin 8 9? i/^ 

t/ r 



ist, vorausgesetzt, daJJ m und n positive reelle GroBen 
sind*). Durch Anwendung von (12) geht (11) in folgende 
Gleichung fiber: 

i* 

(lla) - ' ^^ 




sin 2 ?? cos 2 ^^ (sin*& cos 2 i 

15 I ^ 15 I ^ 



Das iibrigbleibende Integral ist ein elliptisclies Integral 
der ersten Gattung, das man leicht auf die Normalform 
der elliptisclien Integrale zuruckfiiliren kann, und zwar, 
falls a > 6 > c ist, durch die Substitution 



*) Die Hilfsformel (12) ergibt sioh sehr einfach dadurch, da 
statt 9? eine neue Integrationsvariable y einfuhrt, indeux man 

n j. j. 

tang (p = tangy 

wi 

setzt, und beachtet, da, wenn <p von bis \n variiert, dasselbe 
auch mit y der Fall ist. 
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Dann ergibt sich ^ 




WO 



ist. 

Indessen ist diese Form fur unsere Untersuchung nickfc 
zweckmaBig, da in ihr die Achsen a , & , c nicht symmetriscli 
auftreten; auBerdem wiirde die Ausffilirung der Differen- 
tiation naeh a, 6, c umstandlich werden, da auch die 
obere Grenze des Integrals von a und c abhangt. Um 
eine in bezug auf a, &, c symmetrisclie Form ffir F zu 
erhalten, geben wir der Gleiehung (11 a), indem wir in 



jedem Faktor des Nenners - heraussetzen, die Form : 
i 

I 

(lib) 




Weiter fuhren wir eine neue Integrationsveranderliclie s 
ein durch die Substitution 

(13) ctg# = l/7, 

woraus 

i~* cdft ds 

sin$ = ._ ? 5-5- = = 
y C 2 _|_ s cos 2 ^ 2 ifs 

folgt, wahrend die Grenzen fur s werden : s == und 

Dadurch geht der Ausdruck (lib) in folgenden 
fiber: 
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(14) 




= alcnTc 



Hieraus folgt mittels der Gleichung (9): 



/H XT7 

(14a) V 1 = 



I, I. 

= abcnk 



da 



und analoge Ausdiucke ergeben sich ftir F 2 und V s . Setzt 
man diese Ausdrucke in (8) ein, setzt dabei die Faktoren 
a? 2 , y 2 , & unter die betreffenden Integralzeichen und ersetzt 
die Summe der Tier Integrate durch das Integral der 
Summe, so erhalt man 



(15) 



tJbrigens ist der Koeffizient 



falls M die Masse des Ellipsoids ist. 

Pur die Anziehungskomponenten erhalt man aus (15): 



ds 



* 



(a 2 + s 



und analog J und 

Auch aus (15 a) kann man den Satz S. 182 ableiten. 
Puhrt man namlich an Stelle von s eine neue Integrations- 
variable ein, indem man 
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setzt, so sieht man, daB X nur von den Achsenverha.lt- 

# o 

mssen , -j- abhangt. 

Die zweiten Ableitungen von V sowie der Ausdruck 
fur AV sollen spater untersucht werden. 

Aus den fur das dreiachsige Ellipsoid abgeleiteten 
Formeln (15), (15 a) ergeben sich leicht die entsprechenden 
Formeln fiir das verlangerte und das verkurzte Rotations- 
ellipsoid. Man sieht dabei, dafi^ wenn zwei der drei 
Achsen a, 6, c einander gleich werden, die elliptischen 
Integrale sich auf elementare Transzendenten (Logarithmen, 
resp. zyldometrische Punktionen) reduzieren. Wir wollen 
an dieser Stelle nur darauf hinweisen und die Ausfuhrung 
der Bechnungen auf spater verschieben, wo wir die ent- 
sprechende Aufgabe fiir aufiere Punkte zu behandeln 
haben werden. 

Kapitel 2. 

Die Anziehungskomponenten homogener EUipsoide 
fur aufiere Punkte* 

Das Verfahren, das bei der Bestimmung des Potentials 
fiir innere Punkte zum Ziele fuhrt, wiirde bei aufieren 
Punkten auf grofie Schwierigkeiten stoBen. Dieselben 
riihren daher, dafi, wenn man Polarkoordinaten einfiihrt, 
deren Anfangspunkt der an- 
gezogene Punkt A ist, die- 
Grenzen der Integration nach 
$ und <p nicht mehr konstant 
sind. Denn denken wir uns 
wieder um A eine Kugel vom 
Eadius 1 beschrieben, so trifft 
nicht jeder Kugelradius auch 
das Ellipsoid. Die Integration 
nach & und <p ist deshalb nicht 
mehr uber die ganze Kugel- Fig. 29. 

flache zu erstrecken, sondern 

nur uber den Teil, der aus der Kugelflache ausgeschnitten 
wird durch den von A an das Ellipsoid gelegten Tangen- 
tialkegel. Die Bestimmung der Integrationsgrenzen ge- 
staltet sich dadurch umstandlich und schwierig. Daher 
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schlagen wir fiir aufiere Punkte einen andern Weg em als 
fur innere, und zwar wollen wir unsere Aufgabe nach der 
Metliode von Ivory erledigen. 

a) Begriff der konfokalen Ellipsoide. Bestim- 
mung des zu einem gegebenen konfokalen Ellipso- 
ids, das durch einen gegebenen Punkt geht. 

Wenn zwei Ellipsen konfokal sind, d. h. dieselben 
Brennpunkte besitze;n, so haben sie auch denselben Mittel- 
punkt, dieselben Achsenrichtungen und auBerdem dieselbe 
Differenz der Quadrate der Achsen. 

Zwei Ellipsoide lieiBen konfokal, wenn ihre Haupt- 
setnitte konfokale Ellipsen sind. Anch konfokale Ellipsoide 
mtissen daher denselben Mittelpunkt nnd dieselben Achsen- 
richtnngen besitzen; und sind ihre Gleichungen 

* n* t 2 I 2 V* 2 

f+\ C , 'I , b _ -j J* __ i _V __ i ^ 

(1) !fi + W + 'tf~~ ' a /2+ 6 /2 ^c /2 ' 

so mu6 

a a-6-a /a -6 /a , a 2 -(? 2 - a /2 -<? /2 , & 2 -c 2 = & /2 c /2 

sein, d. h. 

(la) a /2 - a? - & /2 - V 2 - c /2 - e 2 . 

Dai3 zwei konfokale ElKpsoide keinen Punkt gemeinsam 
haben konnen, ergibt sieh so. Die Koordinaten f , g, f 
des gemeinsamen Punktes muBten beiden Gleicliungen (1), 
daher aucli der daraus durch Subtraktion entstehenden 
Gleichung 



geniigen. Diese kann man wegen (la) so sehreiben: 



und man sieht, daB, da a'* a*^.() ist, sie nur durcli 
f = 0, 7? = 0, f - befriedigt wird. f = 0, ^==0, C = 
aber genugen keiner der beiden Gleichungen (1). 

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, ein zu dem 
Ellipsoid , 

* i V i _ 
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konfokales zu bestiminen, das durcli einen gegebenen 
Punkt , y, 2 gelit. Sind a', I', c' die Achsen des ge- 
sucltten Ellipsoids und setzt man 

(Ib) a '* = a 2 + o, 

so wird wegen (la) 

(Ic) j'2 = &2 + (7? C '2 = c 2 + (7j 

und da der Punkt #, y, $ auf dem Ellipsoid mit den 
Achsen a', V , c' liegen soil, so haben wir zur Bestimmung 
von o die Gleichung 



.1. 



Das ist eine Gleichung dritten Grades for o. Um die 
Lage ihrer Wurzeln zu ermitteln, untersuchen wir die 
Funktion 



und nehmen dabei a > & > c an. 

Fur i = +00 ist f(A) == 1 . Liegt ferner der Punkt 
%, y , 2 auBerhalb des gegebenen Ellipsoids, so ist 



daher wird f(X) > fur I = . f (A) wechselt also zwischen 
I = oo und A == mindestens einmal das Vorzeichen, und 
da f(l) fiir keinen positiven Wert von I unendlich. wird, 
kann der Zeichenweclisel nur dadurch zustande kommen, 
da8 f(X) = wird; d. h. mindestens eine Wurzel der 
Gleichung (2) liegt zwisclxen und oo , 

Wir betracliten ferner den Wert 1 = o 2 + e , wo e 
eine sehr kleine positive Gr6fle bezeichnet. Fur ilin wird 



a? - c* + s &2 - c 2 + - ' 

2 

Fur sehr kleine wird selir groB; es iiberwiegt uber die 

s 

ubrigen Summanden, und daher wird / 1 (A)>0. Ebenso 
erkennt man, daB fur A = c 2 ', wo e 7 wieder eine 
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kleine positive GroBe ist, f(i) negativ wird. Der 
Zeichenwechsel ist hier dadurch entstanden, dafi fiir 
I =* <>2 f(l) oo wird. Betrachten wir noch ebenso die 

TTT ! 1 TLg I J _ Tg / 1 ,~2 I 

A=_a 2 2? so erhalten wir fiir die zugehorigen Vor- 
zeichen von f(i) folgende Tabelle: 

___ __ _. _ _ - _ 

Die Tabelle zeigt, dafi, wenn I alle Werte von +<x> 
bis oo durchlauft, f(fy sechs Zeichenwechsel erleidet. 
Ton diesen riihren drei davon her, daB f(i) fur die 
Werte o 2 , & 2 , a 2 von i durch TJnendlich geht. Die 
iibrigen Zeichenwechsel, die in den Intervallen oo...O, 
c 2 . . . 6 2 , 6 2 . . . a 2 Kegen, konnen, da sich f(l) in 
diesen Intervallen kontinuierlich andert, nur dadurch ent- 
stehen, daB f(ty = wird. Ferner kann es in jedem der 
genannten Intervalle nur einen Wert von A geben, fiir den 
f(i) = wird; denn f(i) ist ein Bruch, dessen Zahler und 
tenner vom dritten Grade in i sind, und eine Funktion 
dritten Grades kann nicht fiir rnehr als drei Werte des 
Arguments verschwinden. Die Werte von I , fiir die f(i) 
verschwindet, sind zugleich Wurzeln der Gleichung (2). 
Diese Gleichung hat daher drei reelle Wurzeln, eine 
positive und zwei negative. Doch nur fur eine von 
diesen Wurzeln, die positive, ist die zu bestimmende 
Flache ein Ellipsoid. Denn fur die zweite Wurzel, die 
zwischen c 2 und fc 2 liegt, wird c 2 + o negativ, wahrend 
6 2 + o und a? + o positiv sind. Die Flache 

f 2 jo2 2 

9 I 1 TO I T o I """"" ^- 



ist daher ein einschaliges Hyperboloid. Fur die zweite 
negative Wurzel, die zwischen a 2 und 6 2 liegt, ist sie 
ein zweischaliges Hyperboloid, und nur fiir die positive 
Wurzel von (2) ist die Flache ein Ellipsoid. Wir haben 
daher das Besultat: 

Durch einen Punkt 0, y, $ auBerhalb eines ge- 
gebenen Ellipsoids kann man stets ein und nur ein 
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zu diesem konfokales Ellipsoid legen; seine Achsen 
sind /a 2 + a, yj 2 + <? ? /o 2 + a, und a ist die po- 
sitive Wurzel der Gleichung (2). 

Zusatz. Liegt der Punkt #, y, nicht auBerhalb, 
sondern innerhalb des gegebenen Ellipsoids mit den 
Achsen a, 6, c, so hat die Gleichung (2) drei reelle 
negative Wurzeln, die in den Intervallen . . . o 2 ; 
c 2 . . . 6 2 ; 6 2 . . . & 2 liegen. N"ur der ersten Wnrzel 
entspricht ein Ellipsoid. 

b) Korrespondierende Punkte konfolraler El- 
lipsoide. Ivorys getmetrischer Satz. 

Korrespondierend nennt man zwei Punkte auf den 
Oberflachen zweier konfokalen Ellipsoide dann, wenn ihre 
Koordinaten sich wie die entsprechenden Achsen ver- 
halten. Ist also f, ^, f ein Punkt des Ellipsoids mit 
den Achsen a, 6, c, |% ??', tf der korrespondierende 
Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Achsen a', V ', 0% 
80 ist 



Pur ,den Fall, dafi die konfokalen Ellipsoide in kon- 
zentrische Kugeln ubergehen, liegen je zwei korrespon- 
dierende Punkte mit dem Kugelmittelpunkt in gerader 
Linie. In diesem Spezialfall gilt nun folgender, durch 
einfache elementar-geometrische Betrachtungen zu be- 
weisender Satz : Mmmt 
man auf jeder von zwei 
konzentrischen Kugeln je 
einen Punkt beliebig an,' 
so ist ihr Abstand gleich 
dem Abstand der korre- 
spondierenden Punkte. 

Ein analoger Satz gilt, 
wie Ivory gezeigt hat, 
auch fiir konfokale Ellip- 
soide. Es sei P({, ij 9 C) Fig. so. 

ein beliebiger Punkt des 

Ellipsoids mit den Achsen a, 6, c, .A(a?,y, z) ein be- 
liebiger Punkt des konfokalen Ellipsoids mit den Achsen 
#', &', c', ferner sei P'(f , ^ 7 , f) der korrespondierende 
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Punkt zu P auf dem zweiten, A' fa', y',z') der korrespon- 
dierende Punkt zu A auf dem ersten Ellipsoid, so ist 



Beweis: Es ist 



(5) 



/ 2 



Zwisehen f , ?? , f , f, 17', f bestehen die Eelationen (4), 

wShiend fur a?, y, , a?', ?/', ' die Gleichungen gelten: 

U & ) JL-HL JL_ll A_^ 

(4a} a 7 ~ a ' 6' ~ 6 ' o' ~~ c ' 

Aus (4) und (4 a) folgt: 

(4b) fo> = V, 7 y-?V, t'-f*'- 

Ferner folgt aus (4 a): 



also wegen (la) 
(4c) x 



_ (<l /i_ a > [^ + j^ + jll 

Ltw V w v J 



Da nun 0, y, * auf dem Ellipsoid a', 6', c' liegt, so ist 
in (4e) der Faktor von of* a 2 gleich 1 , mitMn 

Ganz ebenso folgt aus (4): 

und aus (6) und (6 a) 
(6b) 



Setzt man (4b) und (6b) in die zweite Gleichung (5) ein, 
so Trtrd die reehte Seite derselben gleich der rechten Seite 
der ersten Gleichung, d. h. 
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Satz. Die Entfernung zweier beliebigen Punkte, 
die auf den Oberflachen zweier konfokalen Ellipsoide 
liegen, ist gleich der Entfernung ihrer korrespon- 
dierenden Punkte. 

c) Ivoryscher Satz iiber die Anziehung kon- 
fokaler Ellipsoide. 

Die X - Komponente der Anziehung, welche ein 
homogenes Ellipsoid mit den Achsen a, fc, c auf einen 
auBeren Punkt A(x^y^z) ausubt, ist nach den allgemeinen 
Grundformeln: 

,,/a 1 

(7) 

wobei uber das Yolumen des Ellipsoids zu integrieren ist 
Die Integration nach f laBt sieh ausfiihren, und zwar sind 
die Grenzen fiir f durch die Gleichung des Ellipsoids 
bestimmt: 





Es wird also, wenn wir die Werte, die Q fur 
nnd f = Si annimmt, mit Q% und & bezeichnen: 



(7 a) 

Q2 Oi 

QI nnd ^ 2 sind die Abstande des angezogenen Punktes A 
von den beiden Punkten Pj und P 2 , in denen das Ellip- 
soid von einer durch den Punkt 77 , f der y -Ebene zu 
der f-Achse gelegten Parallelen gescinitten wird; und die 
Integration in (7 a) ist iiber den Hauptschnitt ^f des 
Ellipsoids zu erstrecken. 

"Obrigens mag hier gleieh bemerkt werden, dafi die 
Gleichung (7 a) aucli fur den Fall gultig bleibt, daB der 
angezogene Punkt innerhalb des anziehenden Ellipsoids 
liegt. Denn (7 a) ist ein Spezialfall der allgemeinen Glei- 
chung (12 a), S. 71, und von dieser Gleiehung ist die 
Giiltigkeit auch fur innere Punkte gezeigt. 

Wir legen nun durcli A das zu dem gegebenen kon- 
fokale Ellipsoid, nennen seine Achsen a', &', c' und be- 

Wangerin, Theorie des Potentials L 13 
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stimmen auf diesem die korrespondierenden Punkte PI, Pi 
zu P t , P 2 , ebenso zu A den korrespondierenden Punkt A' 

auf dem gegebenen Ellip- 
soid. Dann ist: 

' -APi-4'Pt', 




AP 9 



A' PI 



Fig. 31. 



2 = JCL or 2 , 

und die Punkte P/, P 
liegen ebenso wie die 
Punkte P t , P 2 auf einer 
Parallelen zur Ach.se (. 
Wie nun AP und AP% 
mit x und 2 bezeiehnet 
waren, so mogen 



und A' PI mit $( und g^ bezeiehnet werden. Wir haben dann 
(8) ei = Q( und & "= ?2 , 

und e{ ^ nd ^2 si 11 * ^ Abstande des Punktes A' von den 
Punkten P{, P| des konfokalen Ellipsoids, in denen dieses 
von einer durch den Punkt ??', f der ^f-Ebene zu f 
gelegten Parallelen getroffen wird, falls 17', C x die korre- 
spondierendeu Werte von 77, f sind. 

In (7 a) war die Integration nach ij und uber den 
Hauptsehnitt vi des gegebenen Ellipsoids zu erstrecken. 
Fuhren wir an Stelle von ^, C-die Vertoderliclien q', ' 
mittels der Gleichungen 

1) "b G / r 

lft f C v 

ein, so ist die Integration nach 5% ' uber den Haupt- 
sclinitt T?' f' des konfokalen Ellipsoids zu erstrecken, und 
(7 a) gelt uber in: 



Ifun biat in (9) der Ausdruck 
00) 



dieselbe Form wie die rechte Seite von (7 a), nur daB an 
Stelle des Ellipsoids a, 6, c das konfokale Ellipsoid a', & X 7 o f 
aoflzritt und an Stelle des angezogenen Punktes A der 
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Punkt A! . Der Ausdruck (10) ist also, da Gleichung (7 a) 
auch fur innere Punkte gilt, die JT-Komponente der An- 
ziehung, welche das Ellipsoid a', &', c' auf den Punkt 
a?', y', %' ausubt. Bezeichnen wir diesen Ausdruck mit X', 
so geht (9) fiber in 

/t-t\ -rr & -rr/ T X 6 C 

(11) X^j-f-fX' der T 7 ^^ 7 ^' 

Die Gleichung (11) enthalt den Ivoryschen Satz, der 
sich, da analoge Gleichungen auch fur die Y- und #-Kom- 
ponenten gelten, folgendermaBen in Worte fassen laBt: 

Ivoryscher Satz. Die parallel einer und der- 
selben Hauptachse genommenen Komponenten der 
Anztehung, die einerseits ein homogenes Ellipsoid 
auf einen beliebigen Punkt der Oberflache eines 
konfokalen, und die andererseits dieses konfokale 
Ellipsoid bei gleicher Dichtigkeit auf den korre- 
spondierenden Punkt der Oberflache des ersten El- 
lipsoids ausubt,. verhalten sich wie die Produkte der 
zu der Komponentenrichtung senkrechten Haupt- 
achsen beider Ellipsoide. 

d) Anziehungskomponenten des homogenen 
Ellipsoids fur auBere Punkte. 

Durch das Ivorysche Theorem ist die Anziehung, die 
ein Ellipsoid auf einen auBeren Punkt ausubt, zuruckgef iihrt 
auf die Anziehung eines andern Ellipsoids auf einen innern 
Punkt. Der in (11) auftretende Ausdruck X' ist nach 
Gleichung (15 a), 8.186: 




und hierin ist 

a'* - a 2 + a , 6 /2 = 6 2 + a , c /2 = c 2 + o 

zu setzen, wo a die positive Wurzel der Gleichung (2), S. 189, 
ist; denn das zu dem gegebenen konfokale Ellipsoid mit den 
Achsen a', &', c' geht durch den Punkt A ($ , y^). Perner 
ist nach (4 a): 

a' x' = ax . 

13* 



(lla) 
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Mithin folgt aus (11): 

oo 

dt r 




Hier fuhre man an Stelle von $' eine neue Integrations- 
variable ein: 



so mrd 

(12) Z- 

und analog werden 

r = - 



ds 



Die Anzieliungskomponenten f tir auBerePunkteuntersclieiden 
sich somit von denen fur innere Punkte [(15 a), S. 186] 
nur dadurch, daB die untere Grenze der auftretenden ellip- 
tischen Integrale nicht meto = ist, sondern = a, wo a 
die positive Wurzel der Gleichung (2) ist. 

Kapitel 3. 
Das Potential homogener Ellipsoide fur auBere Punkte. 

a) Ermittelung des Ausdrucks fur das Poten- 
tial 

TJm das Potential zu bestimmen, d. h. eine Punktion 7, 
deren partielle Ableitungen nach a?, y , die Werte X, Y, Z 
annehmen, vergleichen wir die Form der Anziehungskom- 
ponenten fur innere und aufiere Punkte. Fur innere Punkte 
war nach (10), S. 180: 



Kap. 3. Das Potential far auJ&ere' Punkte. 197 

und da Mer V 19 V 2 , F 3 konstant sind, so folgt sofort: 



wo G erne Konstante bezeichnet. 

Fftr aufiere- Punkte tritt folgender UnterscMed ein. 
Die in (12) und (12 a), 8. 196, auftretenden Integrate sind 
transzendente Funktionen von. cr, also auch, da o durch 
Gleichung (2), S. 189, bestimmt wird, transzendente Funk- 
tionen von %,y, $. Bezeiclmen wir die mit n'kalc naulti- 
plizierten Integrate daher mit /i(0,y,0), fz(,yi2), 
so wird: 



8V 



Um Meraus die Form von V zu ermitteln, betrachten wir 
zunachst den speziellen Fall y = 0, ^ = . Dann wird: 



g-o. 



daher 

V = - 



d. h. einf ach : bei teilweiser Integration ist statt der In- 
tegrationskonstante erne zu bestimmende Funktion von SK 
hiazuzufugen. Analoge tTberlegungen, auf die allgemeinen 
Gleichitngen (1) angewandt, funren zu dem Ansatze: 

7 = -^(a;, y , ^ - & 3 f 2 (, y, ) 



Damit aus (2) die Gleichungen (1) folgen, muB 

a_ y> +y* **'*' 

(3) 
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dF dF 
sein, wozu noch zwei analoge Gleichungen fitr - und 



kommen. tfun sind /i,f 2 /3 ^ e ( mit ^fea&c multipli- 
zierten) Integrate, die in (12) und (12 a), S. 196, auftreten. 
Diese hangen direkt rnzr von a ab, von $,y,z nur insof era, 
als a von x, y , z abhangt. Es ist daher: 



- _ - -- _ -- - 
00? 5(7 Oil? 

Ferner ist: 

oo 



fi(,y,z) == abate 



daher 

&fi(<D, y, g) _ __ n'kalc 

A ~ (a 2 + a)y(a 2 + a) (6 2 + a) (c 



Ausdriicke erhalt man fur '*> >' U nd 



tt(7 

fiber: 



n'ka'bc _ r 



und da a der Gleichung (2), S. 189, genugt, ist die in der 
Klammer stehende Summe = 1 , d. h. es ist: 



Ebenso wird: 

y ? g) n'ka'bc 



So 
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Aus (4 a) und (4b) folgt sofort: 

./ * ez I*. 

ein Resultat, daB wir so schreiben: 

r r ds 

Zur Bestimmung der Konstante C ist zu beachten, daB, 
wenn der angezogene Punkfr ins Unendliche ruckt, V ver- 
schwinden mufi, die rechte Seite von Gleichung (2), S. 197, 
mufi dann also ebenfalls = werden. Nun ist: 



(6) 



r * 

-r- 



Eiickt der angezogene Pnnkt ins Unendliehe, so werden 
die drei Achsen des dureli ihn gelegten, zu dem gegebenen 
konf okalen Ellipsoids nnendlicli groB, also =* oo . In dem 
letzten Integral wird die untere Grenze der oberen gleich, 
also wird das Integral = , d. h. 



wird == . Damit V verschwindet, ist also noch notig, 
daB fur a = oo F($,y, z) = wird. Das gibt nach (5) die 
Bedingung: 



+0, 

a + (6 + + .. 
und somit 



)< 

oder: 

oo 

/x -*>/ v -, -. I $ 



J 
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Mittels der Gleichungen (6) und (7) geht der Ausdruck (2) 
von V in folgenden fiber: 



(8) 7- 



Das Potential des homogenen Ellipsoids fiir auBere Punkte 
unterscMdet sich daher von dein fiir innere Punkte ledig- 
lich durch die untere Integrationsgrenze. 

b) Yerifikation der Resultate mittels der Di- 
richletsehen eliarakteristisclien Eigenschaften. 

UnabMngig von der bisherigen Ableitung der Eesul- 
tate wollen wir zeigen, dafl dieseliben den Dirichletschen 
charakteristisclien Bedingungen geniigen und damit einen 
zweiten Beweis fur dieselben fuhren. 

Wir betrachten eine Punktion 7 ^ , die fiir Punkte a?, y , z 
innerhalb des Ellipsoids mit den Achsen a, 6, c den 
Wert hat: 



(3fe konstant), wahrend fur Punkte a?,y, z aufierhalb jenes 
Ellipsoids 



ist, wo cr die positive Wurzel der Gleichung 



bezeichnet. Es 1st zu zeigen, daB die Ausdriicke (I) und (II) 
die charakteristisclien Eigenschaften des Potentials jenes 
homogenen Ellipsoids besitzen. 

Zunachst ist zu zeigen, daB V a und T? stets endliche 
Werte besitzen. Zu dem Zwecke betrachten wir das In- 
tegral: n 
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wo a) erne grofle Zahl bezeichnet. 1st a> & > c, so ist: 






a 2 + a) (6 2 + 0) (c 3 + a) 




Daraus erkennt man, dafi, wenn die obere Grenze co = oo 
wird, das Integral J doch einen endlichen Wert behalt; 
und dieselbe Betrachtung laJJt sich auf die ubrigen in (I) 
auftretenden Integrate anwenden. STelunen wir in J zur 
unteren Grenze o statt 0, so wird: 

2 




J hat also ebenf alls f lir co = oo einen endlieliea Wert, und 
ebenso die iibrigen Integrale in (II). Da ferner die zti 
integrierenden Funktionen innerhalb der Grenzen stets*end- 
licli sind, so sind aueh. TJ und V a fur beliebige endliche 
Werte Ton % , y , $ ,stets endlieh. 

Da8 siclx weiter V % und V a mit a?, y, z kontinuierlicli 
andern, folgt fiir Vi daraus, daB es eine ganze Funktion 
weiten Grades von ^, } y,z ist* Fur V a beachte man, dafl 
eine unendlich kleine Anderung von x^y^z auch. eine un- 
endlich kleine AnderuDg der positiven Wurzel o der Glei- 
chung (II a) zur Folge hat. Bei einer unendlich kleinen 
Inderung von QD , y , z erf ahrt daher sowohl die zu in- 
tegrierende Funktion, als die untere Grenze des Integrals 
in (II) eine unendJich kleine Anderung, damit auch das 
Integral selbst, also ist auch V a eine kontinuierliche Funk- 
tion von w, y, z. 

Eiickt der angezogene Punkt co , y , z von aufien an 
die Ellipsoidoberflaehe, so wird: 



mithin wird die positive Wurzel der Gleichung (II a) in 
diesem Falle a = . Die Werte von V a schlieBen sich daher 
an der Ellipsoidoberflaehe kontinuierlich an die von V % an. 
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Die Ausdrueke fiir T^ und V a zusammen stellen also eine 
im ganzen Baume endliche und kontinuierliehe Funktion 
von x y y , $ dar. 

Tim das Verhalten von V a im Unendliehen zu unter- 
suchen, beachten wir, dafi in (II) der Faktor 

tf2 W 2 #2 



a 35 



$ 



fiir die untere Grenze s = a verschwindet, fur die obere 
Grenze s oo den Wert 1 und fur jedes innerhalb der 
Grenzen gelegene s einen Wert zwischen und 1 hat. 
Setzen wir fur diesen Faktor 1 , so wird die zu integrierende 
Funktion zu grofi, und es wird: 



V a < nTcabc 



ds 




nach (9) daher fur a > & > e erst recht 
V a < n'kci'bci 



d. h.: 

und 
(9a) 




ZnTcabc 



Ferner ist wegen der Gleichung (II a): 

-== < 1 , hochstens = 1 , 
mithin: 



(9b) 



Die Ungleicliung (9 a) gilt fiir jede Lage des angezogenen 
Punktes, wie weit sich derselbe auch von dem anziehenden 
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Ellipsoid entferne, Biickt der angezogene Punkt ins Un- 
endliche, so wird wegen (II a) auch o = oo und 

Km | %V a | < 2 n Tc a & e , 



d. h. aueh wenn der angezogene Pnnkt ins Unendliche 
ruckt, bleibt der absolute Wert von xV a endlich. 

Untersuehen wir nun die Ableitungen von V a und V* . 
Bs wird: 



ds 



. , . , i 

)]/ (a + s) (6 s + 



n'ka'bc 



__ 
~~ 



+ s) 

\ d<f 

" 



also wegen (Ha): 
(10) 4^- = 

uOC 

wahrend 

5TJ 
(lOa) -Ji-. 



s) (& 2 



/* 
./(a a 



ist. Genau wie bei V a und K selbst folgt aus diesen Aus- 
driicken, dafi sie iiberall endlich und kontinuierlich sind, 
dafi sich auch beim Durchgang durch die Ellipsoidober- 



flaclie die Werte von -^ und -^ 

Q Offi 



kontinuierlich an- 



einander anschlieBen. Aus (10) folgt ferner, falls wieder 
#>& > c ist: 



d. h.: 
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(X) 

und, da <1, weiter: 



Aus (11) sieht man, dafi, wenn der angezogene Punkt ins 
Unendliclie ruckt, also a = 00 wird, der absolute Wert 

37 

von a? 2 -?: endlich bleibt. 
ox 

Wir wenden uns nunmehr den zweiten Ableitungen 
von 7 zu. Zuvor bemerken wir, dafi durch Differentiation 
von (II a) folgt: 



(12) 



Dalier wird 



(13) 



dx* 



.ds 



(a 2 + *) f (a 2 + s) (6 2 + s) (c 2 + s) 
da 



(a 2 + a) / (a* + o) (& 3 + a) (c 2 + a) ' 

ds 



'fa 



inhale 



(a 2 + a) 2 



a; 2 



14) 
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wird. Die Ausdrucke (13) nnd (13 a) zeigen, daB zwar 

5 2 F SW 

~y~- im ganzen AuBenranm, -=-~ im ganzen Innenranm 

endlich und kontinuierlich sind, da8 aber an der Ellip- 

<9 2 K 8*Vi 

soidoberflache, wo a = 1st, -=-f und -r-r- im all- 
' ? fia? 2 fia? 2 

gemeinen verschiedene Werte annehmen, da8 sich also 
die zweiten Ableitnngen unserer Ansdrflcke beim Durch- 
gang durcli die Ellipsoidoberflache diskontinnierlich andern. 

Bilden wir ebenso die Ausdriicke fQr 



, 

-> s 6rhalten wii durcli Addition: 

' 



"T" /TO I \o ~T~ 
ft TT. K a, n n \(i, m -+- ni" " 

+ 




und der Paktor TOD inhale im zweiten Summanden 
von AV a reduziert sica auf . Die 



in (14) auftretenden Integrate lassen sich ausfuhren. Es 
ist namlich 
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T^ geniigt also der Laplaceschen, T der Poissonschen 
Gleichung. 

Somit stellen die Ausdrucke (I) und (II) ftir T? und 
F fl das Potential eines homogenen Ellipsoids von der 
Dichtigkeit ~k dar. 

Zusatz 1. Mittels der in diesem Abschnitte be- 
nutzten Methode lafit sicli aucli die Eichtigkeit der fol- 
genden Eesultate zeigen, die das Potential des Ellipsoids 
bei gewisser nicht homogener Massenverteilung betreffen. 
Zur Abkurzung werde gesetzt 



s) 



s) = D , 



-a 



und es sei wiederum o die positive Wurzel der Glei- 
chung 8*=*Q. Dann stellen die Ausdrucke 



(16) 



00 

jzabcl-jr- 



S-F 



ebenfalls das Potential des Ellipsoids fiir innere, resp. 
aufiere Punkte dar, falls F einen der folgenden Werte hat: 

a > F = +F 






d) 
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wo <p eine Funktion bezeichnet, die fiir alle Werte des 
Argumentes S zwischen und 1 , die Grenzen ein- 
geschlossen, endlich ist; und zwar ist die Dichtigkeit: 

im Falle a) fc^+lf + lf, 



im Falle b) k -^ll + ^" + 



im Falle c) "k = 
im Falle d) fc = 

wobei B den Ausdruck bezeichnet, in den S f ur s = 
und # = f, 2/ = ^, ? ubergeht, d. h. 



Zusatz 2. SToch zwei andere Eesultate seien liier 
kurz erwalint. 

a) Dirichlet hat, allerdings nach einer wesentHch 
anderen Methode, als sie hier benutzt ist, die Kompo- 
nenten der Anziehung berech.net, welche ein homogenes 
Ellipsoid auf innere oder auBere Punkte nach dem Ge- 

setze ausiibt. Das Eesultat ist: 




und zwar ist fiir innere Punkte , fiir auBere a als 
untere Grenze des Integrals zu nehmen; F bezeichnet, wie 
ublich, das Eulersche Integral. 

ft) Nach derselben Methode wie in Kap. 1 kann man 
die Komponenten der Anziehung berechnen, welche eine 
homogene Ellipse auf einen Punkt ihrer Ebene nach dem 

Gesetze ausiibt (logarithmiseh.es Potential). Die Kom- 
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ponenten haben, wenn a , I die EUipsenachsen bezeichnen, 
die Werte: 

, J==-2n%f 1 m . 



Ferner gilt ancli hier der Ivorysclie Satz (vgl. S. 214), 
und mittels desselben ergeben sich wie in Kap. 2 die 
Komponenten der Anziehung, welche die Ellipse auf 
aufiere Punkte ausubt. 

c) Potential und Anziehungskomponenten der 
Eotationsellipsoide. 

Schon oben (S. 187) ist bemerkt, daB sich die in un- 
seren Eesultaten auftretenden elliptischen Integrale fur den 
Fall der Eotationsellipsoide auf elementare Transzendenten 
reduzieren. Wir wollen nun die Formeln fiir diese be- 
sonderen Ealle ableiten. 

a) Um die Pormel fiir das yerkurzte (abgeplattete) 
Eotationsellipsoid zu erhalten, setzen wir 

(17) a = I > c . 

Dann geht der Ausdruck (II), S. 200 in .folgenden iiber: 

oo 
( JLo) V n == 7t K Gf C I .; - rr \ JL r r f 

(a* + $) f^Ts \ 2 + c 2 + J 



Was die Gleichung (II a) fur o betrifft, so sieht man, wenn 
man zuerst die Nenner fortschafft und dann & = a setzt, 
daB eine der drei Wurzeln dieser Gleichung o = a 2 wird. 
Fur die beiden anderen Wurzeln folgt aus (Ila) die qua- 
dratische Gleichung 



(19) 



und da fur auBere Punkte cc , y , * der Faktor von a 2 c 2 
negativ ist, so ist eine der Wurzeln von (19) positiv, die 
andere negativ; und zwar hat die positive Wurzel den 
Wert 
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Damit 1st in unserem Palle fur die untere Grenze o ein 
ziemlicli einfacher Ausdruck gefunden. 
Setzen wir ferner 



(20) 




so wird 



Ji 



8(a*) ' 



J 2 = 2 



(V 



falls man J so differentiiert, als ob a von a tind c un- 
abhangig ware. Zur Ermittelung des Integrals J fiilire 
man die nene Integrationsveranderliche 



ein. Dann wird 



Jo = 





und weiter, da a 2 c 2 > ist, 

2 

'arctg 



Oder 
(20b) 



nnd zwar ist der Bogen zwisclien und \n zu Rehmen. 
Berechnet man Meraus, mittels (20a) J l und J 2 , so ergibt 
sich fur das Potential des abgeplatteten Eotationsellipsoids 
in bezug auf aufiere Punkte folgender Wert: 

Wangerin, Theorie des Potentials I. 14 



UT arctg-^, 

^2_ c *[2 & -|/ a 2_ c gj 



: arctg 
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(21) 



und um das Potential V* fur innere Punkte zu erhalten, 
hat man in (21) nur a ===== zu setzen. Die hieraus dureh 
Differentiation nach a?, y, 2? sich ergebenden Ausdrucke 
fur die Anzielmngskonaponenten werden fur innere Punkte 
sehr einfach, da T^ eine Funktion zweiter Ordnung von 
a?, y, 8 1st. Fur aufiere Punkte werden die Anzielmngs- 
komponenten nicht so einfaeh, da a von a? , y , abhangt 
[Gleichung (19)]. 

$ Anzietning des abgeplatteten Eotationsellip- 
soids auf den Pol. 

Wir erhalten diese, indem wir in (21) o = setzen, 



dV 

-= bilden und darin 

dz 

4 n ~k a 2 c 2 




(22) 



Seteen wir zur Abkiirzung 
(23) 



nehmen. So ergibt sich 
arctg- 



und abstrahieren von dem Vorzeichen, das ja nnr die 
iBichtnng der Kraft bestimmt, so haben wir 



(22a) 



Z\ = 4^rfc [A- 

v A 



Wir wollen diese Kraft vergleichen mit derjenigen, welche 
eine homogene Kugel von gleichem Yolumen und gleicher 
DichtigTkeit auf einen Punkt ihrer Oberflache ausubt. 
1st R der Badius der Kugel,* so 1st 
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daber wegen (23) 

o = 5(1 + *)-*, a = B(l + A 2 )* 
und 

(22b) 



Andererseits ist die Kraft K , mit der eine homogene Kugel 
einen Punkt Hirer Oberflache anzieht, 

/oo \ TT 

(22 o) K 

da die Anziehung der Kugel dieselbe ist, wie die einer 
gleichen, im Mittelpunkt konzentrierten Masse. Ferner 
geht f iir I = das Botationsellipsoid in die Kugel iiber. 
Fur A = mufi also aus (22 b) der Ausdruck (22 c) folgen. 
Das ist in der Tat der Fall, da 

-p-[^ arctgi] 

fur A = den Wert -J- anrdmmt. 

Die Formel (22 b) zeigt, wie sieli die Anziehung, welehe 
ein homogenes abgeplattetes Botationsellipsoid auf den Pol 
ausubt, andert, wenn man bei festgehaltenem Volumen und 
konstanter Diclitigkeit die Abplattung andert. Letztere ist 

a- 



Es handelt sich also, da Tc und B konstant bleiben, um 
die Anderung von Z\ init wachsendem i. N"un gibt die 
Differentiation von (22 b) 



Entwickelt man den Paktor 

MA I 

(24a) 



nacb. steigenden Potenzen von A , was fur A < 1 sicher 
zulassig ist, so wird das erste Glied der Bntwickelung 



14* 



212 III. Potential und Anziehung homogener Ellipsoide. 

Daraus folgt, daB die reelite Seite von (24) fiir sehr Meine 
Werte von I positiv ist, daB also \Z\ mit wachsendem I 
wachst. Fur Werte von I , die groBer als 1 sind, 1st der 
Ausdruck (24 a) negativ, daher nimmt fur diese \Z\ mit 
wachsendem i ab. Z\ Trird ein Maximum, wenn der 
Ausdruck (24 a) verschwindet. Es findet das in der Nahe 
von J=l statt, da fitr i = 1 der Ausdruck (24 a) den 
Wert 0,0003 hat. Der genauere Wert von I , fur den 
(24 a) versehwindet, ist 

I == 0,96454 . 

DaB \Z mit wachsendem I zunachst zunimmt, um 
spater ein Maximum zu erreichen, ist ein immerhin be- 
merkenswertes Resultat. 

y) Potential der verlangerten Botationsellip- 
soide. 

Setzen wk in dem Ausdruck (II), 8. 200 

(25) I c , a > c , 

so wird derselbe 



(26) 



Von den drei Wurzeln der Gleichung (II a) fur a wird Mer 
die eine = c 2 , wahrend die positive Wurzel a jener 
Gleichung ist: 



! , y 8 +s 8 ,\ 
' + c* ~V 

Das erste in (26) auftretende Integral 
(28) J ' = 

a 

geht dnrch die Substitution 
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m 





/Q * 


J u*- 

t/ 


( ! 


!_ C 2) 








Vo s + <r 










00 










1 


fdul- 


1 






1 



i*-]-o 2 u + 1/ a* - c 2 

uber, und die Ausfuhrung der Integration gibt 

1 , //a 2 + a + !/<*>* - e 
k /a 2 + a - I/a 2 - e 2 

a 2 + a + I/a 2 - 





Die ubrigen in (26) anftretenden Integrale erhalt man, 
indem man 2 J nach a 2 , resp. J$ nach c 2 so differentiiert, 
als ware o von a 2 nnd c 3 nnabhangig. Puhrt man diese 
Differentiation ans, so ergibt sich: 




Auch aus diesem, ftir aufiere Punkte geltenden Ansdnick 
erhalt man das Potential fftr innere Punkte, V % , indem 
man o = setzt. 

Zusatz. Fiir die Anziehung, die das verlangerte El- 
lipsoid anf den Pol (x = a) austibt, ergibt sich ans (29) 
(darin o = gesetzt) 



wo 
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die Exzentrizitat bezeiclinet. 1st wiederum E der Radius 
einer Kugel von gleichem Volumen mit dem Rotations- 
ellipsoid, so wird 



sin Ausdruck, der f fir e = in 

\X\ 
fibergeht, im fibrigen mit waehsendem e bestandig abnimmt. 

Kapitel 4. 
Verschiedene Folgerungen. 

a) Folgerungen ans dem erweiterten lyoryschen 
Satz. 

Der Ivory sehe Satz gilt, wie znerst*Poisson bemerkt 
hat, mcht nixr fiir das Newtonsche Anzieliungsgesetz, 
sondern auch wenn die Anziehung einer beliebigen Funk- 
tion f(o) der Entfernung proportional erfolgt, voransgesetzt 
nur, dafi die zwischen zwei Massenpunkten wirkende Kraft 
die Eichtung ikrer Verbindungslinie hat. Fur ein solches 
Anziehungsgesetz wird die JC-Komponente der Anziehung 
des homogenen Ellipsoids 



wobei die Integration fiber das Volumen des Ellipsoids 
zu erstrecken ist. Setzt man 



so wird 



wo ei uad fe dieselbe Bedeutnng haben wie S. 193, und 
wo die Integration fiber den Hauptschnitt 77 f des Ellip- 
soids zu erstrecken ist. 

Wendet man auf das letzte Doppelintegral dieselbe 
Umformung an, die S. 194 fiir das Integral (7 a) benutet 
war, so erkennt man, daB auch fur das Anziehungsgesetz 
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f (Q) der Ivorysche Satz gilt. Der Satz bleibt auch gtiltig, 

wenn die konfokalen Bllipsoide in konzentrische Kugeln 

ubergehen; korrespondierendePunkte 

sind dann solclie, die auf demselben 

Eadius liegen. Vergleiclien wir daher 

die Anziehung, welche eine Kugel 

vom Eadius r auf einen auJBeren 

Punkt A ausubt, mit der Anzieliung, 

die eine durcli A gelegte konzentri- 

sche Kugel (ihr Eadius sei r 8 ) auf 

denjenigen Punkt 4i ausubt, in dem 

der nach A- gezogene Eadius die 

Kugel fj. schneidet, nennen ^(JL), 

7 l (A) 9 Z l (A) die Komponenten derersten, 

Z% (AI) die der zweiten Kraft und setzen voraus, dafi beide 

Kugeln homogen mit Masse von gleicher Dichtigkeit gefullt 

sind, so wird nacli dem Ivoryscben Satze , 

rf 




Daxaus folgt, dafi die anziehenden Krafte gleiche Eichtung 
haben und sich ebenfalls wie rf : /i verhalten; d. h. 

(la) Z^-^Z,^), 

'2 

und das gilt fur jedes beliebige Anziehungsgesetz. BTun 
setzt sick die Kraft j6T 2 (AJ , mit der der Punkt A l von 
der Kugel r 2 angezogen wird, aus zwei Kxaften zusammen, 
namlich aus der Kraft ^(^-i) , mit der die Kugel r auf A l 
wirkt, und der Anziehung K{^(A^^ welche die von den 
Kugeln rj und r 2 begrenzte Schale auf A^ ausubt; es wird 
somit: 2 

(Ib) K,(A) = 5^^) + K ^ A ^ - 

'2 

Fragen wir nun nach. demjenigen Anziehungsgesetz, 
bei dem eine homogene Kugelschale auf einen Punkt des 
inneren Hohlraums gar keine Wirkung ausubt, so ist 
Zfa^J-O, und (Ib) gibt 

(2) ' J 
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Andern wir r 2 , wahrend r t konstant bleibt, so bleibt auch 
K^Ai) konstant. Somit folgt: 

(2a) KJA) = -2- , 

T 2 

wo eine Konstante bezeichnet, d. h. die Anziehung, die 
eine Vollkugel auf einen auBeren Punkt ausubt, ist urn- 
gekehrt proportional dem Quadrate des Absfcarids des an- 
gezogenen Punktes vom Mittelpunkt. Gilt das aber fur 
jede Kugel, so bleibt es auch ri<jbtig, wenn der Eadius, 
imrner kleiner werdend, sich schlieBlich auf Null redu- 
ziert* Dann aber stellt (2 a) das Newtonsche Gesetz 
dar* Dieses ist also das einzige, bei dem eine homogene 
Kugelschale auf einen Punkt des inneren hohlen Baumes 
keine Wirkung ausiibt. 

Dieser Beweis des fruher (s. S. 123126) schon auf 
anderem Wege abgeleiteten Eesultates zeichnet sich zwar 
durch seine Einfachheit aus; indessen enthalt er implizite 
die Annahme, daB die Anziehung, welche eine homogene 
Kugel auf einen Punkt ilrer Oberflache ausubt, endlich 
ist. Der Beweis gilt daher nur unter der Voraussetzung, 
daB f(o) nicht der dritten oder einer hdheren Potenz von 
Q umgekehrt proportional ist (vgl. S. 116 118), wahrend 
die Anziehung der Kugelschale auf einen Punkt des 
inneren Hohlraums auch dann endlich ist, falls nur 
nicht der angezogene Punkt auf der inneren Grenzflache 
der Schale liegt. 

b) Der Mac Laurinsche Satz. 

Der Mac Laurinsche Satz bezieht sich auf die An- 
ziehungen, welche zwei konfokale Ellipsoide auf einen und 
denselben auBeren Punkt ausuben. Sind ^, 6, c die Achsen 
des ersten Ellipsoids, a?, #, 9 die Koordinaten des an- 
gezogenen Punktes, so wird das Potential V a durch den 
Ausdriick (II), S. 200, dargestellt, und die untere Grenze a 
ist die positive Wurzel der Gleichung (Ha). Das kon- 
fokale Ellipsoid habe die Achsen a x , &', c', dann ist 



a 



und das Potential dieses Ellipsoids f iir den Punkt &, y , z 
ist, falls es mit Masse von der Dichtigkeit V geffiUt ist: 
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oo 

ds' 



f __ fl^ ___ if ___ g a \ 
' \ ~ 8 + + t r ~ 6 8 + + *' ~ c 2 + + ' j ' 

und o' 1st die positive Wtirzel der Gleichung: 



(3 a) ist fur u + a' als TJnbekannte genau dieselbe Glei- 
chung wie (II a), und da wir wissen, dafi diese Gleichung 
nur eine positive Wurzel hat, so folgt: 

(3b) v, + a' = a . 

Fuhren wir nun in (3 a) eine neue Integrationsvariable 
ein, indem wir 

u + s' = s 

setzen, so wird nach (3b) die untere Grenze, die in (3) 
8'=so f war, nach der Transformation $=*o 9 und der 
Ausdruck (3) geht in folgenden fiber: 



- _ 



Die Vergleichung von (II) und (4) ergibt (mit Weglassung 

des Indizes a) 

(5) 



V _ nOflclc _ Jf 
F 7 " n&'Ve'V ~W 



falls 3f und Jf x die Massen beider Ellipsoide sind. Aus (5) 
folgt weiter, da 7 und V sich auf denselben Punkt , y , z 
beziehen: 

3F Jtf flF' dV M dV dV M W 



M' dx ' % IT 
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d. h. wenn X, T, Z, resp. T ', Y', #' die Anziehungs- 
komponenten beider Ellipsoide bezeichnen: 



Aus (6) erkennt man sofort, daB, wenn die Kr&fte, mit 
denen die beiden Ellipsoide auf den Punkt a?, y, wirken, 
mit JT und K' bezeichnet werden, auch 

J& : K' = Jf : M ' 

ist, und daB die Richtungskosinus YOB K nnd J?' uberein- 
stimmen. Wir liaben also folgendes Besnltat: 

Mac Laurinscher, Satz: Die Anzielmngen, 
welclie zwei homogene konfokale Ellipsoide auf ein 
und densdben aizfieren Punkt austiben, liaben gleiehe 
Eichtung und yerhalten sieh wie die Massen der 
Ellipsoide. 

Folgerung. Ist Jf = Jtf 7 , so ist K = Z', d. h.: 

Zwei konfokale homogene Ellipsoide von gleicher 

Masse iiben auf ein und denselben auBeren Punkt 

Anziehungen yon gleicher G-rofie uud Eichtung aus. 

Man kann daher die Anziehung eines Ellipsoids durcfc 
die eines konfokalen Ellipsoids ersetzen. 

Es mag ubrigens bemerkt werden, daB Mac Laurin, 
dessen Namen der eben bewiesene Satz tragt, den Satz 
nur fiir Botationsellipsoide und aucbi fur diese nur bei 
gewissen Lagen des angezogenen Punktes bewiesen hat. 

c) Folgerungen aus dem Mac Laurinschen Satz. 

a) Die Anziehung einer ebenen Ellipse bei ge- 
wisser Massenverteilung, 

Von zwei konfokalen Ellipsoiden mit den Achsen a, fe, c, 
resp. ]/a 2 + u , y& 2 + U, y^ 2 + u liege das letztere im 
Innern des ersteren. Es sei also u negativ, Der auBerste 
Wertj den *u, annehmen darf ? ist, falls a>l>c 9 u = c 2 . 
Piir diesen Grenzfall geht das Ellipsoid in eine in der 
o?2/-Ebene gelegene Ellipse mit den Achsen ~^a 2 c* , 
y&~ 2 o 2 uber. Da nun zwei konfokale Ellipsoide bei 
gleicher Masse gleiche Anziehungen ausiiben, so kann man 
aus der Anziehung des Ellipsoids die der ebenen Ellipse 
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ableiten. Urn die Dichtigkeit der Ellipse im Grenzfall zu 
erhalten, setzen wir zunchst w = 2 + 2 , wo 2 eine 
kleine positive Gr6Be bezeichnet. Das zu dem Ellipsoid a , & , c 
konfokale hat dann die Gleichung 

2 ~,2 f2 

(7) _ * __ 1 __ ^ __ h = 1 

^' "T -T - 



In dem Schnitt dieses Ellipsoids mit der o?2/-Ebene be- 
trachten wir das Plachenelement d$ Ay und konstruieren 
fiber demselben einen geraden Zylinder; dieser schneidet 
aus dem Ellipsoid das Volumen 



heraus, wo f dutch (7) bestimmt ist, und die in dem 
Zylinder enthaltene Masse ist, falls fc x ihre Dichtigkeit, 



(8) 



& 2 



Sollen nun das Ellipsoid (7) und das Ellipsoid a, &, c, 
dessen Dichtigkeit Tc sei, gleiche 'Masse haben, so muB 

sein, und hieraus folgt, daB mit abnehmenden e die 
Dichtigkeit ft' des EDipsoids (7) wachsen muB, derart, daB 

/rk \ - /-. * ^ 'ka'bc 

(9a) 



In dem Grenzfall e == , wo das Ellipsoid (7) in die ebene 
Ellipse ubergeht, ist daher nach (8) auf dem Flachen- 
element dg dy die Masse 






ausgebreitet, d. h. die Diehtigkeit H der Masse, die auf der 
Ellipse mit den Achsen ^a 2 c 2 , y^ 2 c 2 verteilt ist, ist 
im Punkte , q 

~~ 
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und zngleicli 1st die Gesamtmasse der Ellipse nach (9) 
^nTcalc. Bei der durch (10) dargestellten Massen- 
verteilung ubt unsere Ellipse auf einen aufieren Punkt 
dieselbe Anziehung aus wie das Ellipsoid mit den Achsen 
a, 6, c und der Dichtigkeit fc, vorausgesetzt, daB der 
angezogene Punkfc auch auBerhalb des Ellipsoids liegt. 

Umgekehrt ist somit das Potential einer in der 
#j/-Ebene liegenden Ellipse mit den Achsen a x , l^ und 
der Dichtigkeit 




(ID 

gleich dem Potential eines homogenen Ellipsoids mit den 
Achsen ^a\ + c 2 , ]/&f + c 2 , c und der Dichtigkeit 

(Ha) fc 



fiir denselben Punkt. c ist dabei beliebig und nur der 
Beschranfcimg unterworfen, daB der angezogene Punkt 
auBerhalb des Ellipsoids liegt. Insbesondere kann man c 
so wahlen, daJ3 die Oberflache des Ellipsoids durch den 
angezogenen Punkt geht. 

Als analytischer Ausdruck fur das Potential der Ellipse 
ergibt sich aus dem Gesagten, wie auch durch direkten 
Grenzubergang aus dem Ausdruck (II), S. 200: 

oo 

(12) y. 



<^i 

und <?! ist die positive Wurzel der Gleichung 
a? 2 y 2 # 2 

(l^a) 7) : r^> ; { ==: 1 

ai + o 1 Il + o 1 <?! 

Geht die Ellipse in den Kreis iiber, ist also % = &!, so 
lassen sich die Integrationen ebenso ausfuhren, wie im 
Fall der abgeplatteten Eotationsellipsbide. 

Anmerkung. Daraus, daB die Masse der Ellipse mit 
den Achsen %, \ und der durch (11) dargestellten Dichtig- 
keit y. dieselbe ist, wie die des Ellipsoids mit den Achsen 
]/af + c 2 , y&| + c 2 , o und der Dichtigkeit Tc , ergibt sich, 
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da die letztere Masse nach (11 a) ^^nlc^a^ ist, daB das 
fiber die Ellipse erstreckte Integral . 




den Wert 



hat. Man kann dies Eesnltat auch leicht direkt ableiten, 
wenn man in dem Integral neue Variable einfuhrt durch 
die Substitution: 



Dadurch geht jenes Integral in das folgende fiber: 

2,-r 



x &J / dcp I yi 



und hier laBt siclt die Integration sofort ausffihren, wo- 
durch sich das vorher erwahnte Eesultat ergibt. 

^5) Ersetzung des anziehenden Ellipsoids durcli 
eine Massenbelegung der Oberflache. 

Wir betrachten zwei konfokale EUipsoide mit den 
Aehsen a, &, c, resp. a x , &", c r (das letztere sei das innere) 
und bezeichnen ihre Potentiale in bezug auf auBere Punkte 
mit V, resp. 7 X . Ferner ffigen wir zu V und V jedes- 
mal die Dichtigkeit als Index Mnzu. Haben zun^chst 
beide EUipsoide die Dichtigkeit Z/, so ist: 



also 

Vv Vt? ale - 



Vf ~~ abc 

Ferner ist, wenn demselben Ellipsoid a, J, c einmal die 
Dichtigkeit fc, sodann die Dichtigkeit 3fc / erteilt wird: 



mithin: 

Vv-Vi- 
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TV Vi> ist das Potential der von den beiden konfokalen 
Bllipsoiden begrenzten Schale fur die Dichtigkeit Tc'. Wahlt 
man nun & so, daB 

(13 a) *'(<*& c-a'&V) =-***<> 

ist, so wird 1. die Masse der Schale gleich der des vollen 
Ellipsoids a , 6 , c ; 2. wird auch das Potential der Schale 
gleich dem des vollen Ellipsoids. Wir haben also den 

Satz. Die Anziehung eines homogenen Ellipsoids 

atrf einen auBeren Punkt kann ersetzt werden durch 

die einer von zwei konfokalen Ellipsoiden begren2ften 

homogenen Schale, falls die Masse der letzteren gleich 

der des ursprunglichen Ellipsoids ist. 

Anmerkung. Bei der Ableitung des Satzes ist voraus- 

gesetzt, daB das voile Ellipsoid und die Schale dieselbe 

auBere Grenzflache haben. DaB der Satz aber auch ohne 

diese Voraussetzung gilt, erkennt man daraus, dafi nach 

dem Mac Laurinschen Satze das voile Ellipsoid durch 

ein kgnfokales mit gleicher Masse ersetzt werden kann. 

Wir behalten die Voraussetzung, daB das voile Ellipsoid 
und die Schale dieselbe auBere Grenzflache haben, bei 
und lassen die Dicke der Schale unendlich klein werden, 
wobei aber die begrenzenden Ellipsoide konfokal bleiben. 
Im Grenzfalle konnen wir dann die Masse der Schale an- 
sehen als eine auf der Oberflache des Grenzellipsoids aus- 
gebreitete Masse und haben damit den weiteren Satz, der 
einen speziellen Fall eines spater zu beweisenden all- 
gemeinen Satzes bildet: 

Satz. Die Wirkung eines homogenen Ellipsoids 

auf einen aufieren Punkt kann man dadurch er- 

setzen, daB man die Masse des Ellipsoids auf eine 

bestimmte Weise uber die Oberflache verteilt. 

Es ist noch zu untersuchen, welches in diesem Grenz- 

fall die Dichtigkeitsverteilung auf der Ellipsoidoberflache 

ist. Zu dem Zwecke errichten wir in einem Punkte B 

des auBeren Ellipsoids (a, b, c) die Iformale, die das 

innere Ellipsoid (a x ? *' in -#1 treffe. Ist BtB^d, 

und sind , r\ , f die Koordinaten von J5 , & , ^ , f \ die 

von B 19 so ist 

T, rj) , 
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wo (N, ) , (N, y) , (#, f ) die Winkel sind, welehe die anfiere 
Normale des Ellipsoids in B mit den positiven Aehsen- 
richtungen bildet. Der Punkt B 1 liegt 
nun auf dem Ellipsoid mit den Aehsen 
a', &', c', und da dieses dem aufieren Ellip- 
soid konfokal ist, so ist, wenn 



gesetzt wird, aueli 




Es ist also 

( [e-eM(N, 

(14) 



Kg. as. 



a 2 

, [f- 



+ 



, <?)? 



,)] 



1. 



Bntwickelt man. nacli Potenzen der kleinen Grofien d , s , 
so erhalt man 



, , 

+ p + 



die durcli die Punkte angedeuteten Glieder sind Ton der 
zweiten oder hoherer Ordaung in bezug auf 6, e. Da 
der Punkt B auf dem Ellipsoid (a , J , e) liegt, so ist 



Ferner ist 



i., 



ffl t T J 4 ^ <,4 J[2 

ist. Somit gent die Gleiohung (14a) in folgende uber: 
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oder 

(14o) a-^f+- 

tftmgens ist I die Lange des Lotes, das vom Mittelpunkte 
des Ellipsoids auf die Tangentialebene im Punkte , ij , 
gefallt ist. Es folgt das sofort aus der Gleichung der 
Tangentialebene. 

Konstruiert man nun bei B das Oberflachenelement 
do und erriclitet in alien Punkten des Umfanges desselben 
Lote bis zum konfokalen Ellipsoid, so erhalt man einen 
Zylinder, dessen Masse 



ist. Fur den Grenrfall, in dem s und damit d verschwindet, 
\vird diese Masse 

]im(Tc'e)-do, 

s=0 61 

d. h. die Plaehendiclitigkeit x von do hat den Wert 

(15) a-^ 

^* 

Andererseits ist nach (13 a) 



wo die durcli Punkte angedeuteten Glieder von der Ord- 
nung 2 und hoherer Ordnung sind. Mithin ist 



(15a) 



a 2 
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tmd 



, 1* . ? 



Das ist die gesuchte Dichtigkeit in einem Punkte der 
Ellipsoidoberflache. 

Anmerkung. Da die mit Masse von der Dichtig- 
keit # belegte Ellipsoidoberflache dieselbe Gesamtmasse 
enthalt wie das voile Ellipsoid mit der Diehtigkeit Tc , so 
f olgt, daB das uber die Ellipsoidoberflaclie erstreckte Integral 

ffxdo 

den Wert f n It ale hat, ein Eesnltat, das sich leicht direkt 
nachweisen laBt, wenn man do durch seine Projektion anf 
die |^-Ebene ausdriiekt und an Stelle von f , ^ neue Va- 
riable einfuhrt durch die Substitution 

==& 00399, ?;=5^sin9?. 

y)PotentialundAnzieliungskomponentendieser 
Massenbelegung. 

Nennen wir U das Potential der mit Masse von der 
Diehtigkeit a: (15 b) belegten Ellipsoidoberflache, 7 das 
Potential des vollen homogenen Ellipsoids mit der Dichtig- 
keit k und bezeichnen durch den Index a, daB der an- 
gezogene Punkt auBerhalb, durch den Index *, daB er 
innerhalb des Ellipsoids liegt, so wissen wir aus dem 
Yorhergehenden, daB 

(16) U a =V a 

ist, wo V a durch (II), S. 200 gegeben ist. Um Ui zu er- 
mitteln, betrachten wir die von den konf okalen Ellipsoiden 
mit den Achsen a , I , o und /a 2 - s , fb* s , ]/c 2 e 
begrenzte homogene Schale. Ist ihre Diehtigkeit Jc', so 
ist ihr Potential fur Punkte des inneren hohlen Eaumes 
nach (I), S. 200: 



(17) W = n 

Wangerin. Theorie des Potentials I. 
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wobei zur Abkurzung 



(17a) 



gesetzt ist, wahrend D', 8' aus D, 8 dadurcli entstehen, 
daB a? e , 6 2 - e , c 2 e 9 *' an Stelle von a 2 , 6 2 , c 2 , 5 
gesetzt werden. Puhren wir im zweiten Integral von (17) 
statt $' die neue Integrationsveranderliche 



ein, so wird 



w 



> 



Uni das letzte Integral nach Potenzen von e zu ent'- 
wickeln, fiihren wit fur das unbestimmte Integral die 
Bezeiclinung ein 



so ist 

o 

J> 



(- s) 



- s<p'(Q) 



daher 

00 

(18> /y 



Ferner ist 



_ 



__ 
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Durch Einsetzen yon (18) und (18 a) geht (17) fiber in: 



(19) 



ale 



. 

I s 



wo, wie vorher, Glieder von der Ordnung e 2 usw. nur* 
durch Punkte angedeutet sind. 

Gehen wir nun zur Grenze s = uber, so geht W in 
das gesuchte U % fiber; zugleich ist lim(fe'e) dnrcli (15 a) 
gegeben. Wir erhalten daher * =0 



(20) 



Ui< 



2nTcabe 



l /I 1 1 

~ 



~ 



oder, wenn wir beaehten, dafi 







nach (I), 8. 200 das Potential V^ des vollen Ellipsoids mit 
der Diehtigkeit lc fur innere Punkte darstellt: 



Eiickt der angezogene Punkt von innen an die Oberflache 
des Ellipsoids, so wird 

' * y* _ . 

JL ^~" jr ~~~ _ a r* v * 

a 2 & 2 c 3 
und da fur Punfcte der Oberflaclie V l = V a ist, so wird 



15* 
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Dagegen wird 

CO 

dU t __ dVi U H? 8U a _ 8V a 

fj ffi USD Til (/3D (j Sj 



dV dV 
,nnd da fur Punkte der Oberflache -=-* = -a- 2 - ist, so wird 

fiirdiese 6a! 5a? 



J_ 

a 2 

(21) 

a? 



W 






Der letzte Faktor rechts ist, da so , y , z ein Punkt der 
Ellipsoidoberflaclie ist, = cos(y, a?). Der zweite Paktor 
rechts ist nach (15 b) die Dichtigkeit x der Flachenbelegung 
im Punkte a? , y , # , d. h. es ist 

(21a) 



Damit ist direkt gezeigt, dafl U die charakteristischen 
Eigenschaften des Machenpotentials besitzt. 

d) Anziehung einer unendlich diinnen Schale, 
die von ahnlichen Ellipsoiden begrenzt wird. 

Bezogen sich die letzten Untersuchungen auf eine 
von zwei unendlich nahen konf okalen Ellipsoiden begrenzte 
Schale, so wollen wir nun eine analoge Untersuchung fur 
eine Schale anstellen, die Yon zwei ahnlichen und ahnlich 
liegenden konzentrischen Ellipsoiden begreazt wird. 

Zu dem Zwecke formen wir zunachst den Ausdruck 
fur das Potential eines vollen Ellipsoids urn, indem wir 
in (II), S. 200 die neue IntegrationsYariable 

f _ 5 
*~1? 



Kap. 4. Verschiedene Folgerungen. 
einfuhren. Setzen -wir noch 
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ferner 



so wird 



(22) 



V a = n1c 



KIT 



wo T die positive Wurzel der Gleichung 

RZ y2 yZ g 



(22 a) 



a - 






1st. Fi lafit sicli ebenso umforrnen; das Besultat unter- 
scheidet sich von der rechten Seite von (22) nur dadurch r 
dafi die nntere Grenze des Integrals = ist. 

Fur ein konzentrisclies, Shuliohes nnd ahnlich Kegen- 
des BUipsoid mit den Achsen a,', b', c' und der gleichen 
Dichtigkeit fc sei das Potential F, so wird, da ft und 7 
fur beide Ellipsoide dieselben Werte haben, 



(23) 



dt 



wo T' die positive Wurzel der Gleichung 



ist. Aus (22) und (23) ergibt sich durch Subtraktion 
das Potential der von den ahnlichen Ellipsoiden begren^ten 
htomogenen Schale. 
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Zerlegen wir noch das in (23) &uftretende Integral 
in die Differenz zweier anderer 



so wird das Potential der Schale: 



(24) i 

dt 



ft) 



ist. Das Potential der Schale fur einen inneren Punkt er- 
halten wir, indem wir in (24) an Stelle von T und T' Null 
setzen, also 

00 

(24a) F, - Ft = a Tt I , d - (a 2 - a' 2 )', 

^ / * * i r- ,v Y-| il /in .\ /^ I a^A ^ ' " 

J V [JL -p frj (1 



d. h. Vi V( ist konstant, seine Ableitungen naeh a? , y , z 
verschwinden, womit ein neuer Beweis des Satzes 8. 182 
erbracht ist. 

Von der endlichen Sehale gelien wir zu einer unendlich 
dunnen Schale fiber, indem wir 



setzen und e zu konvergieren lassen. Damit aueh die 
unendlich dunne Schale eine endliche Masse hat, miissen 
wir, mit abnehmendem , & wachsen lassen, so daB lc-$ 
auch fur e = endlich bleibt. Es sei: 

(25) 

5=0 
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i Ferner ergibt die Subtraktion der Gleiclmngen (22 a) 
und (23 a): 



r) (1+ 1') (1+ /5 2 t) (1+ /?V) 

Fiir unendlich kleine e wird daher auch T' T unendlich 
klein,' und es wird 

(25 a) H 



9 I /-t i O9 \9~ l~ 



lich ist filr unendlich kleine Werte von t r r 

(25b) 



Mittels der Hilfsgleichungen (25), (25 a), (25 b) ergibt sich 
sofort der Grenzwert von V a Vi und F t V{ fur .e == . 
Wir wollen diese Grenzwerte mit U a und 17^ bezeichnen. 
Da fur e = die Schale in die mit Masse belegte Bllipsoid- 
flache ubergeht, so stellen also U a und J7i das Potential 
jener Flache fur aufiere und inner^ Punkte dar. 

Den Grenzwert von 7 4 7( kann man 'unmittelbar 
aus (24 a) ablesen. Hinsiclitlicli des Grenzwertes von 
V a Va ist folgendes zu beachten. Der Grenzwert 
des zweiten Summanden der rechten Seite von (24) ist 
nach (25b) 






also wegen (22 a) 



Fiir == wird zwar fc e endlicli = fc , dagegen ist %' T 
nach (25 a) proportional , verschwindet also mit e . Mith|n 
ist der Grenzwert des zweiten Summanden der rechten 
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Seite von (24) gleich BTuH, und der Grenzubergang zu 
e-Ogibt: 

oo 

$f dt 

( 26 > 

dt 





Fuhrt man in den Ausdrueken (26) statt t wiederum 
als Integrationsvariable ein und setzt fur ft 2 und f ilire 



2 



Werte - , ~ , so f olgt 



(26a) 



r 

j?F 



wo a , wie fruher, die positive Wurzel der Gleichung (II a), 
S. 200, ist 

Pur die Anziehungskomponenten folgt daraus 

djj a 2,nTc alc do dUi 



j% 

Oder wenn man fur -j- den Wert aus Gleichung (12), 
S. 204, einsetzt: x 

05 



s? y* z* 

$ i !\v i TZU ! ZJT5 i j~~~-~ 



Wir haben damit das bemerkenswerte Eesultat, dafi die 
Anziehungskomponenten sich in diesem Falle als alge- 
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braische Funktionen der Koordinaten des angezogenen 
Punktes darstellen lassen, nieht mehr transzendente Funk- 
tionen sind. Der zweite Faktor auf der rechten Seite 
von (27 a) hat erne einfaehe geometrisclie Bedeutung. 
Denken wir uns dureh den angezogenen Punkt A das zu 
dem gegebenen konfokale Ellipsoid gelegt, legen an dies 
konfokale Ellipsoid in A die Tangentialebene und fallen 
vom Mttelpunkte auf letztere ein Lot, so hat dieses, da 
y 2 + , y& 2 + o , y<5 e + o die Achsen des konfokalen 
Ellipsoids sind, die Lange 



(28) V - 



[vgl. Gleichung (14b), S. 223], und zugleich ist 

( 28a ) Z/ v.2 i ^ ( 



wo (N'i x) den Winkel bezeichnet, den die in A errichtete 
Jformale des konfokalen ElKpsoids mit der #-Aehse bildet. 
Demnach wird 



(27b) - -- y ^ CQ ^ 



Bildet man ebenso -5-^ und -5-^ , so tritt nur cos^ 7 , y), 
cy QZ 

resp. cos^', z) an die Stelle von eos^', a), und man 
erkennt, dafi die anziehende Kraft auf dem durch A ge- 
legten konfokalen Ellipsoid senkrecht steht, daB dieses 
konfokale Ellipsoid also eine Mveauflache ist, ein Besultat, 
das man ubrigens auch direkt aus (26 a) hatte ablesen 
kdnnen. Die Grofie der Anziehung hat den Wert 

(27c) *'- , 



wo V dttrch (28) gegeben ist. 
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Euckt -der angezogene Punkt A an die anziehende 
Ellipsoidflaclie, 'so i fdrd a = , daher 



TTO 

(29 a) 



die Lange des vom Bllipsoidmittelpunkte auf die Tangen- 
tialebene in A gefallten Lotes ist, N die aufiere Normale 
des Ellipsoids in A . Die anziehende Kraft steht hier 
senkrecht zu dem gegebenen Ellipsoid nnd hat die GroBe 

(29b) 5: = 4^fc Z. 

Die Vergleichung der zweiten Gleicltung (29) mit der 
fur das Flachenpotential charakteristischen aillgemeinen 
Gleichung 

,. fdU a SU l \ . /v . 

hm -~ A = 4 n x cos(^ ? x) 

\ dx dx ) 

zeigt ferner, dafi 

(30) K^^l 

die Dichtigkeit der an der Ellipsoidflache ansgebreiteten 
Masse an der Stelle a?, y , z ist. 

Man kann tibrigens die Eichtigkeit der Gleiclmng (30) 
anch leielit direkt nachweisen dnrch eine ahnliehe Be- 
trachtung, wie sie S. 222 225 angestellt ist. Betrachtet 
man namlich zunaehst eine Schale von endlicher Dicke 
und beachtet, daB Mer die die Schale begrenzenden 
Ellipsoide ahnlich sind, daB also, wenn a, 6, o die 
Achsen des auBeren EUipsoids sind ? die des inneren die 
Werte a / = a(l-) J 6 X = &(! ), c' = <?(l s) haben, 
so tritt an die Stelle der Gleichtmg (14), S. 223, hier die 
folgende 
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und daraus folgt, da der Punkt $ , 9, f auf dem El- 
lipsoid a, Z>, o liegt: 



also, wenn man fur cos(A T ? ) ihre Werte (s. S. 223) setzt, 

wo I das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene im 
Punkte |, 77, f gefallte Lot bezeichnet. tJber dem Flachen- 
element do liegt hier die Masse Jed -do, die Flachen- 
dichtigkeit ist daher im Grenzfall 

% = lim (K o) = lim (A? sj I = /CQ I 

nach (25). 

Zusatz. In analoger Weise, wie aus dem Potential 
des fcomogenen Ellipsoids die Ausdrucke (26 a) abgeleitet 
sind, d. h. die Werte des Potentials der mit Masse von 
der Dichtigkeit fc 1 belegten Ellipsoidflache, wobei ft c kon- 
stant ist und 

~l% = "^i" "*" "54" +^"^T ' 

kann man auch aus den S. 206 erwahnten Ausdriicken 
fur das Potential gewisser nicht homogener Ellipsoide ent- 
sprechende Ausdrucke fur das Potential der EllipsoidMche 
bei anderer Flachenbelegung ableiten. Man findet so, daB 
die Ausdrucke 



(31) 




- 



(die Bezeichnungen sind dieselben wie S. 206) das Potential 
der Ellipsoidflaclie fur innere, resp. auBere Punkte dar- 
stellen; und zwar ist die Dichtigkeit der Flachenbelegung, 
falls F einen der Werte a), b), o), S. 206, annimmt, 
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wo fur fc die S. 207 angegebenen, dem jedesmaligen F 
entsprechenden Werte zu setzen sind. 

Setzt man aber fur F den Wert d), 8. 206, so stellen 
J7<, J7 a nicht mehr Flaehenpotentiale dar, sondern 1. fur 
den Fall, daB <p(Q) = 1st, das Potential eines vollen 
Ellipsoids mit der Dichtigkeit 2<p'(S ), also ein Korper- 
potential; 2. fur den Fall, dafl y(0) von verscliieden 
1st, die Summe aus dem erwahnten Korper- und einem 
Maehenpotential. 

Aucli diese Besultate kann man samtiicli durch 
Terifikation mittels der charakteristisclien Bigenschaften 
des Potentials ierleiten. 

e) Geometrisclie Ableitung des Satzes, daB 
eine Ton zwei ahnliclien und ahnlich liegenden 
konzentrisehen Bllipsoiden begrenzte Schale auf 
Punkte des inneren Holilraums keine Anziehung 
ausiibt. 

Das selion S. 182 abgeleitete Eesultat, das sieh im 
letzten Abschnitt aufs neue ergeben hat [vgl. Gleichung (24 a)], 
lafit sich auch rein geometriscli ableiten. Die Ableitung 
stutzt sich auf folgenden geometrischen Hilfssatz: 

Schneidet eine beliebige Sekante das eine vou 
zwei konzentrischen, ahnlichen und ahnlich liegenden 
Bllipsoiden in den Punkten P und P 19 das andere 
in den Punkten Q und Q 19 so ist PQ P l Q l . 

Beweis. Die 
Sohnittpunkte Q , Q l 
der Sekante mit dein 
inneren Ellipsoid ver- 
binde man mit dem 
Mittelpunkte und 
verlangere OQ, OQ t , 
bis sie das auBere El- 
lipsoid in R, B^ schnei- 
den, so ist (vgl. die An- 
merkung zu S. 182) 




daher Jg^ parallel QQ. Verbindet man nun den Mittel- 
punkt M von BB l mit 0, so halbiert OH auch QQ t 
in (7. Andererseits sind PP l und BS i parallele Sehnen 
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derjenigen Ellipse, in der das aufiere Ellipsoid durch die 
Ebene ORR geschnitten wird, und ihre Mttelpunkte liegen 
daher auf einem Durchmesser, d. h. der Durchmesser OM , 
der RR l halbiert, halbiert auch PP I , Oder C ist auch der 
Mittelpunkt von PP^. Aus PC P^C und QC^Q^C 
folgt aber unmittelbar die Behauptung. 

Wir betrachten nunmehr eine nnendlicli dunne, von 
zwei ahnlichen und ahnlich liegenden Ellipsoiden begrenzte 
Schale und zielien durch. den Punkt A des inneren hohlen 
Eaumes eine beliebige Linie, die das auBere Ellipsoid in 
den Punkten P, PI, das innere in Q, Q 1 schneidet. Perner 
beschreiben wir um A eine Kugel 
vom Eadius 1, die von AP in N 
und NI geschnitten werden moge. 
Durcli das bei N liegende Plachen- 
element da> der Kugel legen wir 
einen Kegel mit A als Spitze; dieser 
Kegel und sein Scheitelkegel schnei- 
den aus dem aufieren Ellipsoid bei 
P und P! Flachenelemente heraus, 
die mit do und &o bezeichnet wer- 

den mogen. Aus der von den ahnlichen Ellipsoiden be- 
grenzten unendlich dunnen Schale schneiden der Kegel und 
sein Scheitelkegel Volumenelemente dv, dv^ heraus, deren 
Grundflachen do, do^ siud. Die Hohe des Volumen- 
elements dv ist die Projektion der Linie PQ auf die 
durch P senkrecht zu do gezogene Linie. Mthin ist: 

dv = do-PQ- cos(JLP, N) , 

wo (J.P, N) den Winkel bezeichnet, den AP mit der 
aufieren Plachennormale in P bildet, und ebenso ist: 




Denken wir uns die Schale mit Masse von der Dichtig- 
keit Tc gefiillt, so ubt die in dv enthaltene Masse auf A 
eine Anziehung aus, die von A nach P gerichtet ist, und 
deren Gr$Be 

, N) 



_ _ 

AP* ~ AP 
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ist Die Anziehung der in d^ enthaltenen Masse atif A 
hat die Biehtung von A nach P 1 und die GroBe: 



*f 



API 



Zwischen do und dot findet nun die in Kap. 6 des 
ersten Abschnittes abgeleitete Beziehung statt; nach For- 
mel (10), S. 66, ist daher 

do-cos(4P,tf) . 



IP 
und ebenso isfc 



wo do)^ das Plachenelemeat bezeiclinet, das der Seheitel- 
kegel des durch A und do) gelegten Kegels aus der Kugel 
ausschneidet. Da dw dcot und auBerdem 
so ist: 



da ferner beide Krafte entgegengesetzte Eichtungen haben, 
so heben sie sich auf. Die Betrachtung gilt fur jede be- 
liebige durch A gezogene Linie P A P l , d. h. die Anziehungen^ 
welche je zwei solche Volumenelemente der Schale, diemit A 
in gerader Linie liegen, auf A ausiiben, heben sich auf. 
Die unendlich dunne Schale iibt also gar keine Anziehung 
auf A aus. 

Das Eesultat laBt sich leicht auf eine Schale von end- 
licher Dicke ubertragen. Denn teilt man einen beliebigen vom 
Mittelpunkte ausgehenden Eadius der Schale in unendlich 
viele, unendlich kleine Teile und legt durch jeden Teilpunkt 
ein zu den beiden gegebenen konzentrisches, ahnliches und 
ahnlich liegendes Ellipsoid, so wird die endliche Schale in 
unendlich dunne Schalen geteilt, und da keine der letzteren 
auf A eine Wirkung ausubt, gilt dasselbe auch von der 
Summe aller, d. h. von der Schale von endlicher Dicke, 
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Kapitel 5. 
Gleichgewiehtsfiguren rotierender Fliissigkeiten. 

a) Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen. 

Aus 'der Hydrostatik setzen wir als bekannt voraus, 
dafi eine inkompressible Fliissigkeit unter Einwirkung irgend- 
welcher Krafte nur dann im Gleichgewicht sein kann, wenn 
jene Krafte eine Kraftefunktion besitzen; und daB eine freie 
Pliissigkeitsoberflaclie uberall auf den wirkenden Kraften 
senkrecht steht, mithin eine Niveauflache ist. 

Was ferner das Gleichgewicht einer um eine feste 
Achse mit konstanter Winkelgesohwindigkeit rotierenden 
Flussigkeit betrifft, so sind die Gleichgewiehtsbedingungen 
dieselben wie fiir eine ruliende Flussigkeit, falls man zu den 
wirkenden Kraften noch die Zontrifugalkraft hinzunimmt. 
Es ist das ein allgemeiner Satz der Mech.anik 7 den man 
dutch folgende einfache 'Betrachtung ableiten kann. 

Ein System von Massenpunkten rotiere gleicMormig 
um eine feste Achse, die 0-Achse eines rechtwinkligen Ko^ 
ordinatensystems. Bei dieser Bewegung beschreibt jeder 
der Punkte einen Kreis, dessen Ebene parallel der #7/-Ebene 
ist, und dessen Mittelpunkt auf der z- Achse liegt; ferner 
werden gleiche Bogen des Kreises in gleichen Zeiten durch- 
laufen. Bei der in Rede stehenden Bewegung bleibt also 
die #-Koordinate jedes Punktes ungeandert, ebenso sein Ab- 
stand r von der #- Achse, Fuhrt man in der zur a?i/-Ebene 
parallelen Ebene Polarkoordinaten ein: 

(1) x a r 00899 , y = r sin^ , 

so andert sich bei der Rotation allein 9?, und zwar 
wachst <p der Zeit proportional: 

(2) <p=~a>t + p, 

wo a) und /? konstant sind. co stellt die Anderung des 
Winkels <p in der Zeiteinheit dar und heifit die Winkel- 
geschwindigkeit. Mit der Umlaufszeit T hangt a> durch 
die Gleichung 

(8) 
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zusammen. Denn vergleicht man die Werte von y zu den 
Zeiten t und t + T, so ist zu der zweiten Zeit 99 um 
groBer als zur ersten, d. h. es ist: 



Wir fragen nun zunaehst: Welche Kraft mufl auf den 
betrachteten Massenpunkt wirken, damit er dauernd in 
dieser Eotation erhalten wird? Durch zweimaliges Diffe- 
rentiieren nach t folgt aus (1) und (2): 



wahrend 



at* 



= 



ist. Ist daher m die Masse des Punktes, so hat die zur 
Erhaltung der Botation erforderliche Kraft die Kom- 
ponenten: 

v */ ? y i ? 

d. h. die Kraft hat die GroBe mco 2 r und in jedem Moment 
die Bichtung von dem rotierenden Punkte nach dem Mttel- 
punkte des von ihm beschriebenen Kreises. Analoges 
gilt fiir jeden Punkt des rotierenden Systems. 

Es mogen nun die Punkte des Systems unter Ein- 
wirkung irgendwelcher Kraf te stehen, und X , Y , Z seien 
die Komponenten der auf m ausgeubten Kraft. Von dieser 
wird die Teilkraft, deren Komponenten .X', T', [Glei- 
chung (4)] sind, zur Erhaltung der Eotation gebraucht. 
Sollen daher alle Punkte des Massensystems bei der Bo- 
tation ihre gegenseitige Lage Trie ihre Lage zur Botations- 
achse beibehalten, so mussen die ubrigbleibenden Teil- 
krafte den Gleichgewichtsbedingungen genugen, Diese 
ubrigbleibenden Teilkrafte haben fiir den Punkt m die 
Komponenten : 

d. h. damit ein System rotierender Massenpunkte im Gleich- 
gewichte ist, mussen die Gleichgewichtsbedingungen erfullt 
sein von den Kraften, die man erhalt, wenn man zu den 
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/ 

sonst wirksamen Kraften in jedem Punkte m noch erne 
Kraft hinzufiigt, die die Komponenten 



(5a) wco 2 #, ma> 2 y , 

hat. Die Kraft, derea Komponenten durch (5 a) dar- 
gestellt werden, ist die sogenannte Zentrifugalkraft. 

Was fiir ein beliebiges Massensystem gilt, gilt auch 
fur Flussigkeiten. Zum Gleichgewicht einer gleichformig 
rotierenden Fliissigkeit ist daher erforderlich, daB, wenn 
auf das nicht rotierende Fliissigkeitsteilchen m die Kraft 
mit den Komponenten X, Y, Z wirkt, die andere Kraft, 
deren Komponenten 

(5b) X + mco 2 , ,r + wco 2 ^, Z 



sind, eine Kraftefunktion hat. Dazu miissen Jf, Y, Z 
fur sich eine Kraftefunktion besitzen. Ist diese F, so ist 
die Kraftefunktion der Krafte (5b): 

(5o) jj i ,7 

Fur eine freie Fliissigkeitsoberflache mufi ferner U == Konst. 
sein. Die Bestimmung einer freien Fliissigkeitsoberflache 
ist hiernach eine sehr einf ache Aufgabe, wenn die wirkenden 
Krafte unabhangig von der Gestalt der Fliissigkeitsmasse 
sind, wie z. B. bei der elementaren Aufgabe, die Gestalt 
einer um eine vertikale Achse gleichformig rotierenden 
Flussigkeit zu bestimmen, auf die nur die Schwere wirkt, 
Die Komponenten der letzteren sind, wenn die positive 
0- Achse der Schwerkraft entgegengesetzt gerichtet ist: 

X = , Y~0, # = mg , daher 



und da fur die freie Fliissigkeitsoberflache U = Konst. ist, 
so ist diese ein Eotationsparaboloid. 

b) Eotierende feste Kugel, die mit einer dun- 
nen Flussigkeitsschicht bedeckt ist. Anwendung 
auf die Figur der Erde. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Untersuchung der 
Gestalt rotierender Flussigkeiten fiir die Frage nach der 

W anger in, Theorie des Potentials L 16 
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Fignr der Erde. Una uber die Entstehung dieser Figur 
AufschluB zu erhalten, machen wir betreffs der rotierenden 
Flussigkeit gewisse Annahmen und untersuehen, wie weit 
die Folgerungen aus diesen Annahmen der Wirklichkeit 
entsprechen. 

Die einfachste Annalime ist die, dafi die Erde aus 
einem festen, kugelformigen Kern besteht, der mit einer 
Fliissigkeitsschicht von geringer Dicke bedeckt ist. Die 
Masse dieser Flussigkeit sei im Verhaltnis zw Masse des 
festen Kerns so klein, dafi von der gegenseitigen Anziehung 
der Flussigkeitsteilchen abstrahiert werden kann, dafi also 
nur die Anziehung in Betracht kommt, die von der Kugel auf 
die Flussigkeit ausgeubt wird. Und betreffe der Massen- 
verteilung in der Kugel machen wir die Annahme, dafi 
die Dichtigkeit nur von denx Abstande vom Mittelpunkte 
abhangt. Die Kugel wirkt in diesem Falle so, als" ware 
ihre Masse im Mittelpunkte vereinigt. Das Potential der 
Kugel ist daher, da die Flussigkeit auBerhalb der an- 
ziehenden Masse liegt: 



WO __ 

(6a) r-V^ + 2/ 2 + 2 

den Abstand vom Kugelmittelpunkte darstellt, wahrend 
M die Gesamtmasse der Kugel ist. JSTaeli Hinzunahme 
der Zentrifugalkraft haben wir, wenn die durch den Kugel- 
mittelpunkt gehende #-Aclise die Eotationsachse ist: 

(6b) Z7 = 



Die Gleichung der freien Flussigkeitsoberflache ist daher; 

(7) . fM + ^ (a* + y*) - Konst. , 

; i i i 2 



*) Per Paktor /, der der Einfachheit halber in den friiheren 
Abschnitten meist fortgelassen ist, darf hier nicht mehr = 1 ge- 
setzt werden, well das eine besondere, fur das Folgende nicht 
zweckmafiige Annahtne tiber das MaS der Kraft einschlieBen 
wtirde* Auch die Masse m des angezogenen Punktes nehmen 
wir beliebig, 
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d. i. eine Eotationsfl&ehe. Zur Bestimmung der Konstante 
auf der rechten Seite von (7) muB ein Eadius der Flache 
bekannt sein; wir wahlen als solchen den Badius Bp naoh 
dem Pole. Dann wissen wir, daB die Werte x = , y = , 
2 = E p der Gleichung (7) genugen. Daher 1st: 

Konst, - f* , 
R p 

und die Gleichung (7) geht in folgende fiber: 

(7a) fn{ - \ 

l-Bp yo? 2 + y 2 + 

Die Konstante fM , die direkt nieht meBbar ist, drueken 
wir durch die Schwere g p am Pole aus. Die Schwere ist 
die Eesultante aus der Anziehung und der Zentrifugalkraft, 
hat also die Komponenten: 



wo U durch (6b) bestimmt ist. Fur den Pol ist x = , 
y = 0, = Bp, daher: 

6U 8U 8U 



8U 
Der absolute Wert von -^p- ist somit die Schwerkraft mg v , 

d.h.: d * 

(8) 



Durch Substitution dieses Wertes von fM geht die Glei- 
chung (7 a) in folgende fiber: 

(9) 1 1 M _a^g + y 



(9) stellt eine Eotationsflache dar, deren Meridiankurve 
vom sechsten Grade ist. Doch laBt sich diese Meridian- 
kurve, wie wir sogleich sehen werden, mit sehr groBer An- 
naherung durch eine Ellipse ersetzen, deren IsTebenachse 
in die Botationsachse fallt, so daB die Gleichgewichtsfigur 

16* 
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angenahert ein abgeplattetes Eotationsellipsoid wird. Fur 
die Erde ist namlich 

- 



eine selar kleine GroBe. Wird als Langeneinheit das Meter, 
als Zeiteinheit die Sekunde gewahlt, so 1st g p = 9,831. Mr 
dieselbeZeiteinheit ist diellmdrehungszeit der Erde (d. i. die 
Lange eines Sterntages) T=:86164, daher: 



0) 



86164 ' 
Ferner ist 5^ = 6356079 (nach Bessel), somit: 

. 4^*6356079 
(1Ua ^ 2-9,831-86164 2 ? 

d. i. (mit Weglassung der Dezimalstellen): 

1 



(lOb) 



582 



Ptihrt man noch in der Meridianebene Polarkoordinaten 
ein, setzt also: 

(11) /a^ + ^^rcos'tf, ^ = fsin^, 

so geht die Gleichung (9) unter Benutzung der Bezeieh- 
nung d [Gleichung (10)] tiber in: 

(9 a) 1-^ = 5- cos 2 ^- 

TP 
Betrachten wir in (9 a) die Gr6J3e - als Unbekannte, so 

T 

ist zu beachten, daB jene Gleichung vom dritten , Grade 
ist und drei reelle Wurzeln hat, eine nahe = 1 , wahrend 
die beiden andern, von denen eine positiv, die andere 
negativ ist, sehr nahe an liegen [fur d = wird die erste 
1 , die beiden andern = 0] . Von den drei Wurzeln 
kann n^ch der Stellung des Problems, da die die Kugel 
bedeckende Fliissigkeitsschicht iiberall nur eine geringe 
Dicke haben soil, nur die erste in Betracht kommen; und 
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diese ist angenahert, wenn man GroBen von der Ordnung <5 2 
vernachlassigt: 

(12) 1 d cos 2 $ , 

weiter bei derselberi Vernachlassigung: 

y* 
<3der 

d. i. naeh (11); 

1 



oder, da bei unserer Naherung 1 2<5 durch 
ersetzt werden kann: ' 



d. h. die Oberflache der rotierenden Fliissigkeit bildet ein 
abgeplattetes Eotationsellipsoid. Die halbe grofie Achse R a 
wird: 



daher die Abplattung: 

(12b) a - ^-T_ = 3 , 

^o 

wenn man von GroBen von der Ordnung <5 2 absieht. Unsere 
Annahme, daB die Erde aus einer init einer dtinnen Fliissig- 
keitsschicht bedeekten festen Kugel bestehfc, nnd daB nur 
die Kugel anziehend anf die Plnssigkeit wirkt, fuhrt somit, 
wenn man im iibrigen die wirklicben Verhaitnisse der Erde 
zugrunde legt, auf den Wert: 

' 



der Abplattung. Das ist ein zu kleiner Wert, da nach 
Bessel fur die Erde 

Cl :"""" ..... __________ , 

' 299,15 
ist. 
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tJbrigens hat der Mer sich ergebende Wert von a 
folgende physikalische Bedeutung. Bei Vernachlassigung 
aller GroBen von der Ordnung d 2 kann man schreiben: 



d. h., da w 2 R a die Zentrifugalkraft am Iquator darstellt: 
die Abplattung ist gleich dem Verhaltnis der halben Zentri- 
fugalkraft am Aquator zur Sehwere am Pole. 

c) Kotierende Fliissigkeit, deren Teilchen sich 
nach dem STewtonschen Gesetze anziehen. 

Da die der vorstehenden Entwicklung zugrunde ge- 
legte Annahme auf einen zu kleinen Wert der Abplattung 
geffllirt hat, legen wir an deren Stelle die andere zngrunde, 
daB die Brde als eine Mussigkeit von konstanter Diehte 
anzusehen ist, deren Teilehen sieh nach dem Newton - 
schen Gesetze anziehen. Die Bestimmnng der Gleich- 
gewichtsfigur einer solchen Fliissigkeit ist eine wesentlich 
schwierigere Anfgabe als die vorhergehende. Denn die 
Kraftefunktion ist hier nicht, me vorher, von vornherein 
bekannt, sondern hangt von der erst zu bestimmenden 
Gestalt der Fliissigkeit ab. Die Aufgabe kann so formu- 
liert werden: Es ist eine Furik.tionf(oe,y,z) zu bestimmen, 
die folgende Eigenschaft besitzt: ist V das Potential einer 
von der Flache ?= begrenzten homogenen Masse in bezug 

auf Punkte dieser Flache, so soil V H -- 5 (%* + y 2 ) C 



init f(w, T/, z) identisch sein. Da eine einfache Beziehung 
zwischen einer beliebigen Funktion f und dem zugehorigen 
Werte von V nicht existiert, so ist die allgemeine Losung 
der Aufgabe nicht moglich. In dem speziellen Falle in- 
dessen, in dem /*=() die Gleichung eines Ellipsoids ist, 
ist bekannt, daB V fur innere Punkte und daher auch fur 
Punkte der Oberflache eine Funktion zweiter Ordnung ist, 
die nur die Quadrate der Koordinaten x , y , z des angezogenen 



PunTrtes enthalt. Die Gleichung V + ~^~- (x- + y~) = C 

& 

ist daher eine Gleichung von derselben Form wie /'=*= 0. Die 
Moglichkeit der Identitat beider Gleichungen ist soinit von 
vornherein vorhanden, und es handelt sich nur noch darum, 
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die Bedingungen fur die Aehsen des Ellipsoids zu finden, 
unter denen beide Gleichungen identisch werden. 
Das Potential des Ellipsoids 

X* ?/ 2 2! 2 

(13) - + ^+-.1 

hat, wenn wir ebenso wie S. 242 den Faktor fm hinmfugen, 
fur Punkte der Masse sowie fur Punkte der Oberflache 
die Form: 

(14) V = / m(F - 7 t 0' - F, y* - F 3 ) , 

wo F 0? F 1? ... durdi die Gleichungen (14) und (14 a), 
S. 186, gegeben sind. Die Gleichung der freien Fliissig- 
keitsoberflaelie ist daher: 

(15) fm(7, - TL** - F 2 y* - F, **) + ~ (of + y*) - C 
Oder 



Damit diese Gleichung mit (13) identisch werde, muB sein: 

y -* v -- 

HP\ ' 2/' 1 ' * 2,f 1 V 3 a 

[ I f 1 I - " ~ " T--I.- - III .1 I l.ll L- - - . r^a-.- ,-,. r --, 

_C_ a 2 " ' _ _ _0 ~ 6 3 ' _ C ~ c 2 

/ w / w /'w 

oder, naeh Elimination von C , 

7 _ )! T _ " 

(16a) '.,5-::, f 7 ^._|. 

Ohne auf die allgemeine Moglichkeit der Erfullung der 
Bedingungen (16 a) einzugehen, erkennen wir, daJS ihnen 
durch ein Eotationsellipsoid genugt werden kann; denn 
fiir a = & wird V 1 == F 2 , und fur diesen Fall reduzieren 
sich die Bedingungen (16 a) anf die eine: 

/16W F, V ~ ~ 

\ 10U ; y i -a K s o rf* 
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Setzen wir hierin fur V l und 7 3 'die Integrals (14 a), S* 186, 
darin a = 1> genommen, so nimmt (16b) die Form an: 



c 




d. h. 
(16 c) 



Die rechte Seite von (16c) ist sicher positiv; denn da es 
sich um anziehende Massen handelt, sind f sowohl, als 
fc positiv. Ebenso ist das Integral auf der linken Seite 
positiv, daher kann dieser Gleiclaung nur gentigt werden, 
wenn 

a? - c 2 > 

ist, d. h. nur abgeplattete Eotationsellipsoide genugen der 
Bedingung der Aufgabe. Die Integration in (16 c) konnte 
man leicht ausfiihren; noch einfacher ist es, die Werte 
von V l und F 3 aus Gleichung (21), S. 210 zu entnehmen 
und in (16b) einzusetzen. Setzt man in (21), S. 210 o = 0, 
'so stellt die rechte Seite das Potential eines abgeplatteten 
Eotationsellipsoids fur Punkte der Oberflache dar. Es 
ist also 



(17) 



und die Gleichung (16 b) gelit uber in: 



(18) 
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Setzt man zur Abkiirzung: 



(19) 



so nimmt (18) die einfaehe Form an: 

3>l 

(20) 



Diese Eelation muB zwischen dem Achsenverhaltms und 
der Eotationsgeschwindigkeit bestehen, damit das abge- 
plattete Botationsellipsoid Gleichgewiehtsfigur der rotieren- 
den Flussigkeit 1st. Mittels dieser Gleichung kann man (bei 
gegebenem Tcf) einerseits zu einem gegebenen Achsenver- 
haltnis die zugehorige Eotationsgeschwindigkeit, anderer- 
seits zu einer gegebenen Eotationsgeschwindigkeit das zu- 
gehorige Achsenverlialtnis bestimmen. 

6) Diskussion des Eesultates. 

Um zu erkennen, unter welehen Umstanden die beiden 
Anfgabea losbar sind, und welche Losung sie ergeben, 
wenn fur o>, 7c, /' die Werte genommen werden, die der 
Brde zukommen, untersuehen wir zunachst, wie sich die 
Grofie 



mit A andert, d. h., geometrisch ausgedruckt, wir unter- 
suehen die Gestalt der Kurve 

q i 32 r mi 

(22) _!+*.[,_,.'-], 

deren Ordinate u, deren Abszisse I ist. Zu dem Zwecke 
differentiieren wir (22) nach A: 



und betrachten daneben noeh die Funktion 
(23) 
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sowie 

(231>) P'(l) - T/ 



Fur alle diese Funktioneft kommen der Bedeutung von I 
wegen rnir positive I, in Betracht. Die Funktion F(fy 
verschwindet, da arctg2 einen Bogen zwischen und -\n 
darstellt, fur 2 = und nimmt fur I = oo den Wert -\-n 
an. Ferner ist F'(Z) fur kleine I positiv, fiir groBere A 
negativ, und F'(X) verschwindet Mr 2=1/3, d. h. F(X) 
wachst zunachst von I , erreicht bei I = /3 ein Maxi- 
mum, um von da an bestandig abzunehmen. Da F(X) 
fiir sehr groBe I negativ ist, so mufi F(i) einmal, aber 
nur einmal = werden, und zwar fur einen Wert ^ von 
A, der grofier als /3 ist. 

Was ferner die Funktion u betrifft, so sehen wir zu- 
nachst, daB zu jedem I nur ein Wert von u gehort. Fur 
kleine I kann man u nach steigenden Potenzen von I 
entwickeln. Es ist 



__--, . 

Setzt man diese Ausdriicke in (22) ein, so wircl 
(24) 



Wir sehen also, daB ^ fiir 2 = verschwmdet, und daB 
fur sehr kleine 2, fiir die A 2 an GroBe iiber 2 4 usw. weit 
iiberwiegt, u positiv ist. Bbenso ergibt sich aus (24) [resp. 
aus der Eeihenentwicklung der rechten Seite von (22 a)], 

daB auch r fur A = verschwindet, und daB ~rr- fiir 
a/, d/. 

kleine 1 positiv ist. Die Kurve u geht also vom Anfangs- 
punkte aus, beruhrt dort die Achse 2 und hat zunachst 
positive Ordinaten. 

Weiter ist fur beliebige I 
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r- ist also so lange positiv, als 
ax. 



positiv 1st, d. h. bis 



zu dem oben mit A A bezeichneten Werte. Bis A = ^ wachst 
u. Fur A A! ist JF(A) = 0, also w ein Maximum, fiir 
groBere A ist F(fy bestandig negativ, also nimmt u be- 
standig ab. Fur sehr groBe A ist aber u noch positiv; 

3 A 
denn aretgA ist dann na.he an -\n, o , * 2 ist sehr klein; 

O -j- A w g i jj^ 

erst fiir A == oo wird u = , da dann der Faktor ~ 

verschwindet. Die Kurve u nahert sich somit der A-Achse 

asymptotisch und hat fur 

jede positive Abszisse A 

eine positive Ordinate u\ 

sie hat beistehende Ge- 

stalt*). 

Wichtig ist es noch, den 
Wert A x , fiir den F(i) ver- 
schwindet, so^ie den zu- 
gehorigen Wert % von u zu 

ermitteln. Wir wissen, daB A A > /3 ist. Setzen wir A = 2 , 
so ist X*(X) noch positiv, wahrend F(i) fiir A 3 schon 
negativ ist. Fiir den Zwischenwert A = 2,5 ist JP(A) noch 
positiv, aber sehr klein; denn arctg2,5 ist der zum Winkel 
68ll / 55 // gehorige Bogen des Kreises vom Radius 1, 

- nimmt fur A - 2,5 den 




also 1,19029; -- 

(1 - 

Wert 1,19276 an, so dafi F (2,5) == +0,00247 wird. 2,5 
ist daher ein angenaherter Wert fur A x . Den genaueren 
Wert findet man, indem man ^ = 2,5 + ft setzt und h mit 
Vernachlassigung von ft 2 aus JP(2,5 + A) = berechnet, dann 
mit dem gefundenen Werte ebenso verfahrt usw. So 
findet riian durcli sukzessive Naherung 



(25) 



^ = 2,5293 , 



und aus (22) ergibt sich fur den zugehorigen Wert von u : 
(25 a) ^ - 0,2246 . 



*) Jn der Figur 36 sind die Ordinaten u in gr5f*ererti 
stabe gezeichnet als die Abszissen A . 
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Aus dem Verlauf der Kurve sieht man, dafi zu 
jedem gegebenen Wert von I stets ein und nur ein Wert 
v<m u gehort, und zwar immer ein positive! , dafi daher 
die erste der oben erwahnten Aufgaben stets eine und nur 
eine Losung hat; dafi dagegen zu jedem gegebenen Werte 
von u zwei Werte von I gehoren, solange u< 0,2246, 
ein Wert far <t = % = 0,2246 , dafi aber f ur u > 0,2246 
Gleichung (22) keine reelle Losung fur I ergibt. Nicht 
fur jede Botationsgeschwindigkeit 1st also das abgeplattete 
Eotationsellipsoid eine Gleicbgewicbtsfigur der rotierendea 
Miissigkeit, sondern nur, wenn co den Wert |/2rc/'- ifc 0,2246 
nielit ubersteigt. Pur diesen Grenzwert von co erhalt 
man als Gleichgewichtsfigur ein Eotationsellipsoid, fur 
das y^ T 2 : === 2,5293 ist; fiir kleinere co endlich erhalt 
man stets zwei Eotationsellipsoide als Gleichgewichtsfiguren. 

Um den Wert U Q zu berechnen, den u fur die Erde 
annimmtj denken wir uns, was bei der geringen Abweichung 
der Erde von der Kugelgestalt und bei der geringen In- 
derung der Schwere auf ihrer Oberflache eine hinl&ngliche 
Ifaherung gibt, die Erde ersetzt durch eine homogene 
Kugel von gleiohem Volumen und gleicher Masse. Die 
Anziehung, die diese Kugel auf einen Punkt ihrer Ober- 
flaehe ausiibt, ist, wenn E der Badius: 

e 4 



Diese Anziehung ist am Pol gleich der Schwerkraf t (wahrend 
fur andere Punkte die Schwerkraft die Besultierende aus 
Anziehung und Zentrifugalkraft ist), d. h. wir haben 



(26) m-\ 

daher 

co 2 2 o). JB 2 



(26 a) 



3 g p 3 86164 2 - 9,831 



und da S , der Eadius einer Eugel von gleichem Volumen 
mit der Erde, =6 370 283m ist, so folgt aus (26 a): 

(26b)- -0 
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Da u selir viel kleiner als % ist, so gehoren zu dem 
Werte u = ^ zwei Gleichgewichtsfiguren, entsprechend den 
Abszissen 1 der beiden Punkte, in denen die zur A-Aehse 
in dem Abstande u gezogene Parallele die -M-Kurve trifft. 
Von diesen beiden Punkten liegt, wie ein Bliek auf die 
Kurve zeigt, einer dem Anfangspunkte selir nahe, wahrend 
fur den anderen I sehr groB wird. Urn die Abszisse A 
des ersteren Punktes zu berechnen, kann man fttr u die 
Entwicklung (24) nach steigenden Potenzen von A be- 
nutzen und in erster Naherung A 4 usw. gegen A 2 vernaeh- 
lassigen, so folgt der Naherungswert: 



(27) % 

Der zugehorige Wert der Abplattung ist 



a * /T+1! 2 " 8 435 232 ' 

Um die zweite Wurzel 1$ der Gleichung (22) fur u = U Q 
zu erhalten, ist zu beachten, dafi AQ sehr groB, daher 
arotgA sehr nahe = -J- n ist. Vernachlassigt man die zweite 

und hohere Potenzen von -^ gegen die erste Potenz, so 
ergibt sich der angenaherte Wert: 

(29) U Q = ~^-, d. h. ^ = ^ - 435 = 683 . 
Weiter wird 



und die Abplattung 
(30) a'= 



683 



Von den beiden f fir u = u ermittelten G-leichgewichts- 
figuren hat nur die erste eine kleine Abplattung, wahrend 
die zweite einem Ellipsoid entspricht, das so stark abge- 
plattet ist, daB es einer diinnen Kreisscheibe gleicht. STur 
die erste dieser Figuren kommt der wirklichen Gestalt 
der Brde nahe; doch ist die sich ergebende Abplattung 
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der Abplattung der Erde U 



Q 15 

Von den beiden in b) und c) dieses Kapitels gemachten 
Annahmen uber die Beschaffenheit der rotierenden Flussig- 
keit gibt demnach die erste, auf die Erde angewandt, 
eine zu kleine, die zweite eine zu groBe Abplattung. 

Wir wollen noch sehen, wie groB, die ubrigen Ver- 
haltnisse als gleich voransgesetzt, die Eotationsdauer der 
Brde sein miiBte, damit nur eine Gleichgewichtsfigur 
moglich ware, d. h. damit an Stelle von w der Wert % 
trete. Denn in diesem Falle witrde die Parallele zur 
A-Achse die ^-Knrve beruhren, statt zu schneiden. 1st 
(*>! die zugehorige Winkelgeschwindigkeit, T l die Um- 
dreliungszeit, s<y ist also 



(31) 0)!= J 

mithin 

rsift^ - =^ _ 

1 ; a> x T r i } 7 435. 0,2246 
d. h. angenahert ist; 
(31 b) 



Wenn die Eotationsdauer der Flussigkeit kleiner als I i - 
der Tageslange, d. h. kleiner als etwa 2,4 Stunden Stern- 
zeit ware, wurde das Eotationsellipsoid aufhoren, eine 
Gleichgewichtsfigur zu sein. 

Zusatz. Wir haben nur dieLosungen der Gleichungen 
(16 a) untersucht, fur die a = 6 wird. DaB jene Gleichungen 
auch, wenn a und & verschieden sind, eine Losung zu- 
lassen, d. h. daB auch das dreiachsige Ellipsoid Gleich- 
gewichtsfigur einer rotierenden Flussigkeit sein kann, hat 
Jacobi 1834 entdeckt. Wir weisen auf dies Eesultat 
nur hin, ohne auf'die Ableitung einzugehen, und erwahnen 
noch folgendes, Damit das dreiachsige Ellipsoid eine mflg- 
liche Gleichgewichtsfigur ist, darf w den Wert 0,1871 nicht 
uberschreiten; ferner gehort zu jedem u unter 0,1871 nur 
ein einziges dreiachsiges Ellipsoid, Hiernach gehoren zu 
jedem u zwischen und 0,1871 drei ellipsoidische Gleich- 
gewichtsfiguren, ein dreiachsiges und zwei Eotationsdlip- 
soide, zu jedem u zwischen 0,1871 und 0,2246 dagegen 
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gehoren nur zwei solche Figuren, beides Botationsellipsoide. 
Fur u = 0,2246 fallen die beiden Rotationsellipsoide zu- 
sammen, und fiir u > 0,2246 ist eine ellipsoidische Gleich- 
gewichtsfigur nicht mehr moglich. Piir den Wert 
u = % = ^^j , der den Verhaltnissen der Erde entspricht, 
ergibt sich ate Gleichgewiclitsfigur neben den beiden oben 
ermittelten Botationsellipsoiden ein dreiachsiges Ellipsoid 
mit den Achsenverhaltnissen 

52,4 , - = 1,0023 . 

c c 
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